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Hie vorliegende kleine Sammlung von Formeln 
hat die Bestimmung, meine Vorträge über ange- 
wandte Mathematik an der hiesigen technisehen 
Bildungsanstalt zu unterstätzen, was dadurch ge- 
schehen wird, dafs ich mit deren Hilfe nicht mehr 
so häufig genöthigt sein werde, auf den Ursprung 
von Differential-, Integral- und andern Formeln 
zurückzugehen, als es ohne deren^Besitz geschehen 
mufste. 

Wer als Lehrer, wie ich, vorzugsweise mit 
der angewandten Mathematik beschäftigt ist, wird 
auch das Bedürfnifs nach einer Sammlung von For- 
meln aus der reinen Mathematik, ähnlich der vor- 
liegenden, fahlen. Ob aber die nachstehende Samm- 
lung vou Formeln, die zunächst nur meinem und 



vr 

meiner Zuhörer Bedurfnifs angepafst ist^ auch den 
Anforderungeu Anderer genügen kann^ die ähn- 
liche Zwecke als ich verfolgen^ das wird die Folge- 
seit lehren. 
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(12) cosa=8ml — -5— » +« I 3k — sinM ^ gg+c I, 

/iQ\ A sin a . sec« 1 

(13) tg « = = sin «. sec « = 



cos a cosec a cotg ix 

j/(l — sin 2«) cos « ' ^ •' 

(14) tg « = + tg (2n« ± «) = + tg {(2ii + l)w + «}. 

(15> .tg«^+cotg(^ir+«)=Tcotg(^+«). 

• 

,-^. cos« cosec a 1 

( lO) cotg a = - — = cos a cosec a = = 7 — ^. 

^ ^ ° sin ä sec CK tga 

| /(1 — singg) cos pg 

(17) cotg o = -^^-^ — : = -rj-Tk =-r- 

^ ^ ° sin ce |/ (1 — cos*a) 

1 •// 2 i\ 1 — sinv a 

= -77 — s TT = V (cosec*« — 1) = -T-, tö; : - 

j/(sec^a— 1) '^ )/smv«(2 — sinv«) 

l/cosv a (2 — cosv «) 
= I . 

1 — cosv o 

(18) cotg a= + cotg(2n3r +0) = + cotg {(2n+l)7r + «}. 

(19) cotga===+tg(^5!±^+a)=+tg(-^^ 

1 ^ tg a cosec a 

(20) sec « = - = tgacosec« = -: — = —7 . 

^ ^ cos« sin« cotga 

(21) ,ec«= .,, ^ /(i+tg»«)== >^(^^;°*g'"> 
^ ^ |/(1 — sm*a) '^ ^ ' ** ' cotg« 

cosec a 1 __* ?: 

[/(cosec 2« — 1) 1 — sinv . a |/cosv a(2 — cosv a)* 

_ -^ 1 cotg tt sec a 

(22) cosec « = -: — = cotg « sec « = = -r — -• 

^ ^ sin « cos ce tg « 



e 



(23) 



a = l/(l + «^ 



lec « 



*«) — tg « 

1 



|/(1 — cot*«) 



i/(8ec "a 



ZI) ~ l^wnv «(2 — «««»"' 



(24) 



«DT O 



]^ — . cosv a 
= 1 _ «08 a = 1 - /(l 






sec cr- 



— l 



coiec c— y^(co8ec ^g— 1) — i _ |/rogv «(2 — co»v 
cosec a. . 

(25) cosr « = 1 - «i« « = 1 - V d "^ «»» 
/(t « «« + !)- tg« ^(cotg «« + !)- 

^a — t/CMX*a — 1) _ 
""" aec a 



«)• 1 

■«) 
- 1 



CQgec et — l -1 



<26) 
(27) 
(28) 
(29) 
(30) 
<31) 
C32) 
(33) 
(34) 



cosec a 
j/sinv a (2 — sinv «). 

sin *ce + cos *a = 1. 
sin (— o) = — «tt «. 
cos (_«)== + cos tf. 
tg (_ c) = — tg a. 
cotg (—«) = — cotg a. 
sec (—«) = + sec «. 
cosec ( — «) = — cosec «. 
sin a = sin (+ 2n« + «). 
cos pc = cos ( + 2n« + «). 



C2) 

C«) 
O) 

C5) 



sin (a + ß) : 
sin (« — /3) 
cos (a + ß) 
cos (a — ß) 
sin o sinj3 = 
sin a cos |3 = 
cos a sin ß == 
cos tt cos ^ := 



§3. 

= sin tt cos ß '\'tm ß cos a. 
= sin «cos ß — sin |3 cos a. 
=: cos a cos |3 — sin o sin ß. 
= cos a cos |3 •{- sin a sin ß, 

\ cos (a — 13) — ^ cos (« + jj). 

isin(« + /3) + isin(a— ^). - 

isin(a + l3) — isin(a — /J). 
: i cos (« — /3) + 4 cos (cf + /5> 



J/>» ä< ♦ 



:/«/' -^ 



:- ^' 



f ^ *■ ^. 



I ^ 



-f 4» 






f v 



(9) 
(10> 



sin a 4* ^n p = 2 sui ^ . cos ^ ^ . 

• zj O « + /^ . « /5 

SWa 8IO^r=:2c09 — ^-i- . SID ^-1- • 



2 



(11) cosa4-cbsj3== 2co8 ~^£-£.€OS- " 

(12) CO« a — cos /S =r 2 sin 5!-±-^ 

— Zfiin.— ^H- . »m '^ 



am 



/?-«^ 



2 



VC- 

VC 



% " — ^ 

— cos 2a' 



2 

cos 2« 






(13) sin ff = 

« 

(14) cos a s 

(15) sin 2a := 2 sin « cos a. 

(16) cos 2a = cos ^a — sm ^a = 2 cos *a 

=3l-32sinÄÄ. 

(17) sin a + C09 ff ==- j/(l +sin 2a). 

(18) sin a — cos « = y(\ — sin 2a). 

(19) «n«=.j/(l±|^) + j/(l=:|= 

(20) co.« = |/(l±i222)_j/(lzz|n 

(21) sin (n + l)a + sin (n — l)a^= 2sin na cos a. 

(22) sin (n + l)a — sin (h — l)a = 2 sin a cos na. 

(23) cos (n — l)a + cos (n + l)a = 2 cos na cos a. 

(24) cos(n — l)a — cos(n + l)a r=2mnasin a. 

V^«-> *8V 2 y coB« + cos/S' 

(28) cotg(lf^) = '^; + ''°<^ . • 
° V 2 >/ cos^ — Gosa 
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(29) 
(80) 
(31) 
(82) 



(38) 




(84) 

(35) 

(36) 

(37) 

(38) 

(39) 

(40) 



2tg« 2cotg« _^. 2 

*g^ = i-tg« ä~cotg««— 1 «►*«« — *ß" 

ring« 1— <»»^ — «MMf.2i« — c©tg2« 

cotg2«=^-2^tg- 2 

riB2«_ 1 + CO» 2g _ 
cotg « == f _ CO» 2« "" an 2« 

+ cotg 2«. 
««ec2« = tg« + cotg2« = cotg«-cotg2« 

tg tt + cotg « 

~ 2 



sin 



72 



cos(i« + «) = yl ^^^ ^ 



1 +. tg « 

tg(i«±«)=f^^- 



1 -f- sin 2a 
8ui«(i« + ß) = co8«(J;c — «) = 2~" 

1 — sin 2a 
sin «(l« — «) = cos ^(Jtt + «) = 2 

1 + sin 2tt 

^ 1 — sin 2a 
tg«(i«-«) = iqr^^2i- 



(1) cos n« + sin not . y — 1 = (cos « + sin « . y — 1)' 

(2) (x« + a«) = (X - a^/- l)(x + a/— 1)., 

(3) (X» +a») = |x - Ja(l+y' — 3)} {x - ia(l 
— »/— 3)} {x+a}=(xa— ax+aa)(x+a). 

(4) (x* + a*) = (x* — axy^2 + a^Xx* + ax|/2 +a«). 

(5) (x»+«N?) = {x»— 4(l + i/5)ax+aa} {x*-^l 

— j/'5)ax + aaj {x+a|. 



(6) (x« + »') = {x* — axj/a + a«} {i» + a«} {x« 

+ axj/3 + a«}. 

(7) (xa,-a«) = (x + a)(x— a). 

(8) (x» — a») = (x9 + ai + a«) (x — a). 

. (9) (x*-a«) = (xa + a«)(x + a)(x — a). 

(10) (x» — a») = {x«+i(l-j/5)ax + a«{ {x«+i(l 

+ /5)ax + aa}{x — a|.. 

(11) (x« — a«) = (x« — ax + a«) (x« +, ax + a«)(x 

+ a)(x-a). 

§.5. 

,1 V , (eos er + sin a l/ — 1)" — (cos a— sin »l/ — !)■ 

(1) smna= 2^ gprzri -*^ -- 

,flv t«os «+ sin ay — 1)"* + (cos a — sin a)/ — 1)» 

(2) cos na =-^ ■ ^ '—^^ J- L^ 

oder 

/Q\ • ^ • »-1 li(n— l)(n—2) . . 

(3) sin iirt = - sm a cos «-^a — -^ ^ ^ a ■ em »« 

, , . n(n— l)(n— 2)(n— 3Xn— 4) . ^ 
cos »-3„ + ' i 2 3 V 4 V 5 ^'"^ *^^* "" ** ^^^ 

(4) cos na = cos ^a — rp — ^ — ^ sin ^oc cos «^-^^^ 

D(n-l)(n-2)(n-3) ,_ B(n-l)(n-2)(n . 

+ i.ä . 3 . 4 *" ""•" " 1. 2 . 3 . : 

— 3)(n— 4)(n— 5) . , * - . , 
• A <v fi *'" " '^^ " + **'^- 

(5) sin 2a = 2 sin a cos a. 

(6) 8in3a = 3sinaco8 2«— ^sin 8^, 

(7) sin 4a =^4 sin ft cos *a — 4 sin ^a cos a. 

(8) sin 5a == 5 sin a cos *a -^ 10 sin ^a cos ^a -f- sin *a, 

(9) sin 6a =? 6 sin a cos *a — 20 sin *a cos 'a + 6 fim*a 

cos a. 

(10) ^in 7« = 7 sin a cos ^a — Sj^UML^a cos^a+21sin*a 

cos 2a — 8in ^a. ^ 

(11) cos 2a = cos ^a — sin ««, -.^ , * 

(12) cos 3a =? cos »a — 3 sin ^a cos a. 



(18) 
(14) 
(15) 

(16) 

(17) 

. -l)(m»-9) . 
• ♦3.4.5 " 



CO« 4« = cos «« — 6 «In «« cos «« + MO 4«. 
CO« 5« = CO« »« _ 10«in «« CO« »a + Ssin «« cos« 
CO. 6« = CO« •«— 15«m«aco«4„+15sin«„^,,, 

— »in •«. 

CO« 7« = CO« 'a — 2l8ma«co.»«+35«m««cos'« 
— 7 sin •« cos «. ' 

m . 
«in m« = Y sm a 



sin '« 



_ m(mg — 1) . ni(m« 

_ Km* — l)(ma— 9)^a--16) 
i • 2 . 3 . 4 . 5 . 6 ' 



(18) 
(19) 
(20) 

(21) 



■ (m« - 25) . , ■ 
: — — ^ — MnT« etc. 



sin3a = 38ina — 4sinSa. 

sin 5« == 5 sin « — 20 «in »« + 16 «in »«. 

«in 7« =s7 »in a — 56 sin ««+112sm»«— 64Mnra. 

cos nw == cos « |l _ 5!^ sin s„ ^ On^ — 1) . 

:i^!zj)sin4«_(?!i:i)0«^!::^^ . ' »' 

^ • 4 1.2. 3:"4TF7r"" " **4 

(22) cos 3« = (1 _ 4 sin a«) cos «. ' 

cos 5« = (1 _ 12 sin a« + iß gjn «^^ ^„^ ^ 

cos 7a = (1 — 24 sin a« +80sin ««-^ 64sin •«) : 

• cos u. 

— rn« « l™ • ni(ma — 4) 

— cos « /_ sin u v^ zl 

|1 1.2,3 

^ m(ma_^(ma _ 16) > 

i . 2 . 3 . 4 . 5 "° *« *^'=-j- 



(22) 
(23) 
(24) 

(25) sin ma 



ain S( 



(26) 
(27) 
(28) 

(29) cos m« 



sin 2« = 2 sin « cos a. 

sin 4« = (4 sin « — 8 sin »«) cos «. 

sin 6ft = (6 sin « — 32 sin »a + 32 sin »«) cos «. 

m« • -„^ m'(ni«-4) . ^ 
^ 1.2.3.4 ""° « 



1.2 



sin 



(30) 
(31) 
(32) 



_ m^(ma__4)(ma_16) • 

l.>.-<i.4.5.6 "" *« ***=• 
cos 2« =:|1 — 2 sin a«, 

cos 4« = 1 _8 sin a« + 8 sin *«. 

CO« 6« = 1 - 18 «in «« + 48 «in 4a -^ 32 «in •«. 
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<33) cos2« = 2cos*« — 1. 

^34) . cos 3tf =r 4 cos 3|x — 3 cos er« 

^35) cos 4« == 8 cos *a — 8 cos *a + 1. 

^36) cos 5« = 16 cos ö« — 20 cos 'a + ^ cos a. 

^37) cos 6a ==r 32 cos « a — 48 cos *a + 18 cos ^a — 1. 

(38) cos 7« = 64 cos ^a — 112 cos^a + 56 cos 'a 

— 7 cos a. 

(39) sin 2a = 2 sin a cos a. 

(40) sin 3a = sin a (4 cos «a — 1). 

(41) sin 4a = sin a (8 cos ^ a — 4 cos c). 

(42) sin 5a = sin a (16 cos ^a — 12 cos«a + 1). 

(43) sin 6a = sin a (32 cos *a — 32 cos »a + 6 cos a). 

(44) sin 7a = sin a (64 cos «a — 80 cos^a + 24 cos «a 

-1). 

(45) 2 cosna = (2 cos «)» — y (2 cos a)"^^ + ^ (»—3) 

I 

,a N» . n(n — 4Xii — 5)^ ,. , , n (n — 5) 
(2 cos «)»74 — ^L__A-^ (2 cos «)-« + ^ i-j-' 

(n— 6Xn--7) ^2 ^^ ^^^^ _^ ^^ _^ (2co8tt)-» + J 

(2co»«)H-f« + ;(n+3)(2co,«)— * + | (°y>^°+^> 

(2co.a)— . +-(i!+IXE+S(E+5) (2C0»«)-«-» +etc . 

(46) sin na = sin a { (2 cos a)"-^ — (n— 2) (2 cos a)«-» 

(2cosa)»-7 + eta| — sin a {(2 cosa)-""-* + (n + 2) 
(2 CO, «)—. + (4M + 3) (2 COS «)— + (^ ■ 

0L+i)^)(2cos«)--retc.} 

§. 6. 



(1) 2 sin *a = —.cos 2a + 1. 

(2) 4 sin^a == — sin 3a + 3 sin a. 



2* 
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(3) 
(*) 
(5) 
(6) 



8 sin *a = 
16 sin *a = 
32sin^a£= 
64 sin ^a 



(7) 128 sin •« 

(8) 2cos«a = 

(9) 4cos8a = 

(10) 8 cos ^«=5: 

(11) 16cos«a = 

(12) 32co8»a = 

(13) 64 cos 7« = 

(14) 128 cos 8« 



+ cos 4a -« 4 cos 2a + 3. 
= + nnba — 5 sin 8« + 10 sin a. 
= — cos 6(x -f 6 cos 4a — 15cD8 2a+ 10. 

= — sin 7a + 7 sin 5a — 21 sin 3a 
+ 35 sin a* 

= + cos 8a — 8 cos 6a 4" ^ cos 4a 
— 56 cos 2a + 35, 

cos 2a + 1. 

cos 3a + 3 cos a. 

: cos 4a + 4 cos 2a + 3. 

= cos 5a + 5 cos 3a + 10 cos a. 

= cos 6a + 6 cos 4a + 15 cos 2a + 10. 

= cos 7a + 7 cos 5a + 21 cos 3a + 35 

cos a. 
= cos 8a + 8 cos 6a + 28 cos 4a + 56 
cos 2a + 35. 



§. 7. 



(2) co,«=l_i^ + _|^__^^ 



+ 



«' 



1.2.3.4.5.0.7 



— etc. 



0-i&)0-§fe)***^ 
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_ 2.2.4.4.6.6.8.8.10.10 _ . 8 

(5) « — -^i.s.ä.S.S.T.t.O. 9 .ll***^~*-9 
24 48 80 120^ _J^. \\{y ^\Cy \\ 

• 25 • 49 • §1 • m ***^ ~ *V^~9J y^~%) V^~19J 

,0-8T)0-m);*«- 

(6) « = tga — itg»«+itg»a — ;ytg»^a + itg»« 

(7) „ = i,_:J- +i.^-j-_J.^-3- + ^ 

cotga " colg"« • cotg"« 7 cotg^a 

(9) i„=l_^ + J_^ + i_.^ + ^_^etc. 

= ^ Co "*" 5T + Ol "^ I05 + ro9 ''^^ J 

(10) J„=^ l_g.jgg + g.(jggj -7(100) 



"•"S^VlÖöJ ''**^j— 2ä9f — 3*V239J '*"*V239/ 




-=0,3183098861837906715377679 etc. 

j/« = 1,77245 38509 05516 02729 81675 etc. 

brigg. log » =: 0,49714 98726 94133 85435 127. 

lognt ff = 1,14472 98858 49400 17414 342. 

,«„. , , sin«« , 1.3 sin»« 1.3.5 sm*"« 

(12) « = ,m« + i._g- + ^-5- + ^-^.-^ 

1.3.5.7 sia'« 
"•"ä.4.6.8^9~ ***^ 
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/tQ\ 1 . CO«'« 1.3 cos *a 

(13) « = i«-co.«-i._^___ _g- 

1.3.5 co«y« 1 . 3 . 5 . 7 coa *« 

2.4.6 7 "2.4.0.0—9^ ***• 



Logarithmen. 

. §. 8. 

£8 sei a>* = B nnd a die Basis oder Grundzahl eines 
Logarithmensystemsy dann ist b = Log. B ; mithin 

(1) Log ABC = Log A + LogB + LogC. 

A 1 • 

(2) Log - = Log A — LogB; Logj^= — LogB. 

(3) Log A» = m Log A^ 

(4) LogJ^A = ?^, femer 

wenn in a^ = B, b in 1 übergeht, a^ = a, also 

(5) Log a = 1 und 

Log g = LogB — LogB d. g. 
{(S) Log 1 = 0. 

§. 9. 
(1) ay = l+ y (a-1) + y^ (a-l)«+ Z^Z^ 

(ZZ^) (a— 1)8 etc. - 

,ox , 1 . A A« A» ' A4 

^2) a = l + ^ + ^-^+j-^^+___ etc. 

(S) A — * — ^ (a— l)a (a~l)3 (a — 1)4 

v; Ä— j 2 "»" 8 4 — ■ 

(a-l)ft 

T 1 etc. 



(4) a,:;=l+^.y + 5^,. + ^_^,» 

A A* A* 

+ 1.2.3.4 ^°«*'"^°- 



'ür A = 1 entstehen natürliche Logarithmen mit der Basis 
e, mithin 



yö 

etc. 



1.2.3.4.5 



+ 2.SA.5.6 ^'^ "^ 2,718281828459045 etc. 
(8) ''=Ä""a-l (a-l)a (a-l)3 (»-1)4^^ 

1 2 "*" 3 r~ 



(9) 



(10) iog,ty=?^Ol:^%6::zll»_(3^etc. 

("> M=j?^;Logy=Mlognty;lognty=i^. 

(12) Für Brigg'sche Logarithmen ist a = 10, der Mo- 
del H = 0,4342944819 etc. ^ = 2,3025850930 etc., also 

(13) brg. log y = 0,4342944819 etc. X lognt y; 
iognt y = 2,3025850930 etc. X brg. log y. 

(14) brg. log e = brg. log 2,7182818 etc. = 0,434294 : 

: 481903 etc. 
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1\» 



(15) logiita+x)=2l<>gntx— logiit(x-l)-.2|^5-j 
+ i • (2x«— 1)» ■*■ * • (2x2—1)» **^j* 

(17) logntx=lognt(x-l) + - + j-y+g--+^jjete. 

(18) lognt 2 = 0,69314 71805 59945 
lognt 3 = 1,09861 22886 68l09 
lognt 5 = 1,60943 79124 34100. 



\ 



Sammenformeln für Zahlenreihen« 

§.10. 

Die Anzahl der Glieder jeder Keihe mit n bezeichnet, 

dann ist: 

(1) 1 +2 +3 +4 +5 etc=in(n+l). 

(2) 1^ + 2« + 32 + 4« + 5a etc.=^n(n+l)(2n+l). 

(3) 1« + 2^ + 3» +43 +5»etc.=i^Hn + l)*• 

n* n* n* n 

(4) 1« + 2* + 3* + 4*etc.= 5 + Y + "3 ~ 3Ö- 

* • n« - n» 5ii* 

(5) l» + 2» + 3« + 4» + 5»etc.= ^ + 2- + ^ 

12- 

(6) l« + 2« + 3« + 4« + 5«etc = y + ^ + ^ 

n' n 
~ 6 ■*"S' 

(7) IT + 2r + 3r + 4r + 5r etc. = ^ + ^ + ^ 

7n* n^ 

~24"^i5- 
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(8) 



(9) 



(10) 

(11) 
(12) 

(13) 
(14) 

(15). 



(16) 
(LT) 



18 + 28 4.3» + 4« + 5«etä = ^ + ^+^ 

" * 6 

_^7n» 2n» n ! 
15 "*". 9 . 30* • . 

19 + 2» + 3» +4» + 59etc.;=^ + ^+?!^ 

7n< n* 3na 
~" 10 "*" 2 20 • 

1« + 3« + 5a + 79 etc. = f D(n + 1) (2n + 1) 

— 2o(n + 1) + n. 
2» + 4« + 6« + 8« etc. = | ii(n + 1) (2n +' 1). 
18 + 38 + 5» ^ 78 etc. = 2n2(n+l)3— 2n(n+l) 

(2rf+l) +3n(n + l) — n. 
2» + 4« + 6» + 8» etc. = 2na(n + 1)». 
1* + 3* + 5* + 7* etc. == 3in»— 2|n» + ^n. 

24 + 4* + 6i+.8*etc=16 j^ + '^ + ^ 

30) 
1 + 1 + 1 + 1 + 1 etc. = p 



1 + 2 + 3 + 4 +^5 etc. =5jLi^ . 

(lä) JJ^IdÜ 6;+ 10 + 15etc. + !^ = ?^) 

(n+2) 



'-% 



. 3 



(19) 



(20) 



1 + 4 + 10 + 20 + 35 etc. + 5%±iHl+^ 

n(p + l)(n + 2)(n + 3) 
~1 .2 . 3 . 4 • 

V 

1 + 5 + 15 + 35 + 70 etc. + "(°+l)C°+2)(n+3) 

1.2.3.4 

_ D(n + l)(n + 2)(n + 3)(n + 4) 



1 .2 



4 
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,(q + 4) D(n + I)(n + 2?etc.(n + 5) 
• . 5 "1.2.3/ etc. . 6 ' 

An merk. Die Zahlen in den Rdhen yoa Nummer 16 an 
httÜÜien figorirte Zahlen, und zwar 

die in Nummer 16 Ten der Oten Ordnung 
' - . - 17 - - Iten - 
- - - 18 - - 2ten 
... 19 - - 3ten 
Die Zahlen der Reihe 16 werden auch Triangulär- oder Trigo- 
nalsablen und die dar R^e 19 Pyramidalzahlen genannt, weil 
sich nut Kugeln die ersten als Dreiecke, die letzteren aber als 
Pyranuden setzen lassen. 



Siunmenformelii . f ür Jleih^Dt 

§. 11. , 

^ Das 2 soll das Suromenzeicheii und der hinter dena- 
selben befindliche Ausdruck das allgemeine Glied einer Reihe 
sein, deren Summenglied nach dem Gleichheitszeichen steht. 

* a"+i — 1 * r^ 

(1) f'>'=' a-l • l»«--- »^Z"-** 

<2) Xna« — ^j— j- (a_i)a • • *4S 

/av V «.« ■''«'^* 2aa»+i a(a+l)(a"— 1) 

^*x „ .- n»a"+» 3naa«+i 3n(a +!>■+» 
.(4) XnV = -^rr -^ Ö^^IT)^ ^ (a-l)» 

a(a« + 4a + 1) (a» — 1) 
' Ö^=l)^^ ■ 

(5) jgn^a--"*'*'"^' ^°''"'^' I «"'(* + !>>■+' 
V-; .*" * — a-l (a— 1)» ^ (a-l)» 

4A(a«+4a+l)a'+i , a(a» + llaaHhlla+l)(a'— 1) 
(a— 1)* "^ ^ (a— 1)» ' 



V J -«* l / X .^1 ^(a+1)» (a+1)» 

C+a»~l) 

1 a»+i_l 

<.AU> -^a'^— (a_l)2a«»-i (a— l)a« * 

an ^n^_(a+l)(a°-l) 2n n^ 

^ -', a«^ (a— l)»a»~« (a— l)aa'*-i (a— l)a';' 

1 a"+> + 1 

(12) -^(=i)S*=(a+l)a»* 

V^7 -^(_a)» (a+l)a» (a+l)*a«-i 

/14N ^ ff« _ ±n^ 2n (a-1) ^ 

^^^ ^ (— af ■" (a+ Ija-' -^ (a + l)«a«-2i ^ (a + • 

^ Ca^ + l) 
•l)8a'^i'' 

§. 12. 

(1) ^ {a + (n-l)d} = ab + (^Z^ ♦♦). 

(2) 2;|an+^^|=f(n+l) + ^n(n«-l). ' 



't) Ton den Zeichen + an4 IjT gilt diui ol>«r9 Inr ein ge- 
rade!, das untere aber för ein ungerades n. 

*^) Es gehört No. 1 einer arithmetischeä Reihe der I. i^dnnng 
• - 2 - . - - 2. - 

. . 3 - - . . 3. . 

-4- - --4. .-an. 

3* 



(3) ite(n + l) + gn(n«-l)j = n(n+l)(n + l) 



g+ä(n-l)J. 



(4) 2:jn(a + l)(n + 2)Q+^(n-l))j=2^jn* 
+ 6n» + lln* + 6nl + -^jn» + n* + n» — n« — |n|. 



Arithmetische Reihen der ersten 

Ordnung. 

§. 13. 

Es sa das erste Glied einer arithmetischen Reihe = a, 
die Differenz ' zwischen zwei Gliedern := d, die Anzahl der 
Glieder = n, der Warth des nten Gliedes s= t and die 
Summe der n ersten Glieder = s. 

(1) t==a + (n — l)d. 

(2) t = — id + /{2d8 + (a — ^)a }. 

(3) t = ^-a. • 

(4) .»l+fi^ia. ' 

(5) 8 = in{2a + (n — l)d}. . 
mN ._a + t . (t+a)(t-a) 

(7) 8 = .in(a + t). 

(8) 8 = in{2t — (n — l)d}. 

«^ , t — a 

(9) d== — -y. 
^'n — 1 

2s — 2an 

(10) d= ■ ,. . 
^ ' n(n — 1) 



4 



e.. 







SSI 

(11) d=(* +')<*-». 

2s — t — a 

(12) i = ^^. ■ 
n(n — 1) 

(13) .=1 + '-=:. ; }, 

05) .=j^ 

n«^ 2t+d , /(i^2t + dV 2s) 

^^^> " = -2d-±|/jC^d-> -d • 
(17) a=t— (n — l)d. 

as) a=i-i:L=i>?. 

n 2 

(19) a = gd + /{(t + id)* — 2ds}. 

(20) a = - — t. 

n 






Geometrische Reihen. 

§. 14. 

Es sei a das erste Glied einer geometrischen Pro- 
gression, n die AnsEahl der Glieder, t der Werth des nten 
Gliedes, e der Exponent und s die Summe der n ersten 
Glieder, dann i^t: 

(1) .==^5^. 

(S) •=J^'. ■ , • 

e — 1 

n n 

(3) 8== "2: -^. 

tn-l _ a*-! 



(4) 



(6) 



._ tCe" — 1) . 
(e-l)e^»' 
(5) t = ae^». 

e 

(7) o = t(« -^ t)»-i — a(s — B)*-» 

(8) t = ^^ ^.^"^^ , 

(11) a = et — (c — l)s. 

(12) a(8 — a)«-i — 1(8 — t)«-i = o. 

(13) e = ^^^ 

(U) e»_^+^=o. 

(15) e = i53. 

(16) e«-?i-^ + — ^ = 0. 

(17) „^ J««t-loga 

^ '^ log e 

(18) p _ ^og {a + (e~ 1)8} — log a 
^ . log e 

/ION «, logt — loga ', ^ 

<lö) » = log(s_a)-log(s-t) + *- 
(20) pflogt - log {et-(e-l)s}^^ 

löge 
Es sei der Exponent e ein ächter Brach, dann wird-e*=^,iiiiüiia 

Hiernach ist die Summe der Reihe 
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DifiPerential - FonneliL 

Kfferential - Fonneln algebraischer Functionen mit 
. einer veränderlichen Gröfse. 

(1) S . Ax™ = mAx«~ifa. 

(2) Ä . Ax-"» = — mAx-°»-»dx. 

(3) Ä.Ax'S = ?Ax~*«x. 

(4) a-Ax » = Ax » Äx. 



§. 16. 

(1) i . (ax« + bx» + ex« etc. + p) = J. (ax™) + *. (bx«) 

+ 5 . (cx<>) . etc. 

(2) i . (ax» + bx" + ex« etc. + p)' = i'(ax« + bx™ + ex? 
etc. + p)»»-i 8 . (ax?» + bx"» + ex« etc. + p). 

'- r . — 1 

(3) 8 . (ax™ + bx° + ex« etc.)" = - (ax™ + bx" etc.)« 

5 . (ax™ + bx« etc.). 

(4) 8 . |/}ax™ + bx« etc. }' = | |/}ax™ + bx« etc.}»^* 

5. {ax™ + bx» etc.}. 

A . , ^ , a . (ax™ + bx» etc.) 

(5) 3 . /{ax™ + bx'» etc.} = i . ^;,,. ;; bx->etc.y 

3v , , . Ä . (ax™ + bx'» etc.) 

(6) a.f^{ax™ + bx"eta}=i.-3;^^ ^• 

j7{ax™ + bx'^etc.}* 

4/ 8. (ax™ + bx" etc.) 

(7) 3.|/{ax™ + bx'etc.} = i. V/ .^ ^• 

j/{ax™ +bx»*etc.}» 

^ «/, ,1 d.(ax™ + bx»etc.) 

(8) dY{ax™ + bx«etc.}=-.-i— I ^. 

j/{ax™ + bx«etc.}™-i 



§. 17. 

(1) S . {X"Y»Z»} =mX«-i Y«Z«* . X + nX9»Y*-iZ«J 

+ oX-^Y-Z^-iÄZ. 
^ X" _ roX"-! Y^ . X — n X"'^ . Y 

/«x * X Y«.X — X.«.Y 

(p) Ö.:y = y5 • 

Es stellen X, Y, Z Fanctionen einer veränderlichen Grolse dar. 

Differentiale trigonometrischer Functionen mit einer 

veränderlichen Gröfse. 







§. 18. 


(1) 


8 


. nn X = cos xSx. 


(2) 


d. 


, cos X = — i sin xffx. 


(3) 


s. 


Sx 

.tgx 5-. 

cos *x 


(4) 


S. 


Sx 

COtg X — r-ö- • 

Sin »X 


(5) 


8. 


sec X = sec X tg xöx. 


(6) 


i. 


cosec X s= — cos X cotg xdx. 


(7) 


S. 


nnv X = sin x jx. 


(8) 


8. 


cosinT X = — cos x Jx. 



Differentiale von Kreisbögen einer yer&nderlidien 

Gröfse. 

§. 19. 
Sx 



(1) J . arc (sna = x) = -. 



1/(1— X») • 
(2) J'. arc (cos = x) = — 



j/(l-x«)" 
(3) 3.arc(tg = x) = j-^. 



(4) «.arc(cotg = x) = — j-p^. 

f - dx 

(5) 8 . arc (sec = x) g= ^^^^^ — 1) ' 

(6) a .arc(cosecs^x) = — /^^a^ _ ^^ > 

jx 

(7) S . arc (sinv =x) = ^^2x _ x«) ' 

Äx 

(8) a . arc (cosinv = x) = ^ |/(2x — x^) ' 

Differentiale logarithmischer Functionen. 

§.-20. 

(1) a.logntX = ^. 
• (2) «.A« = AXlogDtA.a.X. 

(3) a.YX=:Yxj^^-|.logntY.öxl 

' Ä.X 

(4) 3 . lognt {lognt X} = ^ ^^^^^ ^ > 

«.X 

(5) .« . lognt {lognt (lognt X)] = x lognt X. lognt (lognt X/ 

§. 21. 

(1) 8.1ogntsnix = cotgx3x. 

(2) d . lognt cos X = — tg xöx. 

Äx 2«x . 

(3) «.lognttgx = ^5^^^^=-|^^. 

8% 2& 

(4) 8 . lognt cotg X = : — ■ = — : .A V « 

> ^ ® ® sin X cos X sin(2x) 

(5) 8 . lognt sec x = tg x fa. 

(6) 8 . logRt cosec x == — tg xffx. 

^v .. , X • sinxÄx 

(7) o . lognt smy x = — : — — . 
^ ^ ° sinvx 

cos xSx 

(8) d . lognt cosinv x == — — : • 

\ / o cosinv X 



S. 22. 

(1) 8 . lognt arc (sin = x) = j-, r-77^ — - 

^ ^ o V y arc.(sm = x)J/(;i — x*^ 

6x 

(2) 9 . lognt arc (cos=x) = ; ■ , y^, — -, 

ÄX 

(3) 8 . lognt arc (tg = x) = — — ^ __-__--. 

^ ^ ^ arc (tg = x)(l + X*) 

* 5x 

(4) 2 . lognt arc (cotg = x) == 7 — -= 

^^ ^ V ^ -^ arc(cotg=x)(l+x*) 

(5) . lognt arc (sec = x) = ; — 7-—- — —. 

^^ . Rrc(sec=x)xj/(x« — 1) 

(6) Ä. lognt arc (coscc=rx)=' — — , .. J 

^ ^ B ^ ^ arc (cosec==. x)xj/ (x *--l) 

(7) 8 . lognt arc («inv = x) = *^ 



arc (sinT = x)j/ (2x • — x*)' 



(8) 3.1ogntarc(co8inv=x)=— 



arc(cosmv==x)|/ (2x — ^x ^) 



2r 



Integral -Formeln. 

, §.23. 

Fundamental - Formeln der Integral - Rechnong, 
abgeleitet aus Differential -Formeln. 



(1) fx'Sx = -JL^x'+i. 

J n + 1 V 

(2) f~==ioe^tx. 

(3) /a« lognt A« . X = A*. 

(4) ß^&l + logatYS.x\=t^. 

(*> /xI3iHtX = **».8»*<''8"*^>- • 



C03 Z. 



sinv X. 
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^®> y XkgntXlogntlogntX = '"«"* '"«"* '"8"* ^ 
(T) /cos xf X = sin X. 

^8) / — sin xdx = 

(XI) ^ Isec X . tang x . fa = sec x. 

(12) /— cosec X • cotg x . jx = cosec x. 

(13) /sin xÄx = Sil 

4) / — cos X Jx = cosinv x. 

5) f cotg xJx = lognt sin x. 

V 

6) J— tg xjx == lognt cos X. 

9) ftg xfa = lognt sec X. , 

^^^ /'sinx^x- 1 i. • „ ^ 

20) / -: = lognt sinv x. 

^ J sinvx 

23) /^^, = J-a.c(t« = 0- 



(24) /^j^=larc(cotg = ^). 

(25) /i7(ifersi) =i "<««== D- 

(27> /i7^^ = -("^ = -a> 

Reductions - Formeln. 

§. 24. 

(1) /(Ax»Äx + Bx^Äx + Cx^ix eta) =AfxHx + B/x»rfx 

+ C/x»dx etc. , 

X 

(2) Es sei :rr eine onächte gebrochene Fuaction der 

veränderlichen Grofse x, d, h. der Zähler enthalte hokere 
Potenzen der veränderlichen Grofse als der Nenyr, dann 
wird sich durch Division mit dem Nenner in dl^n Zahler . 
immer ein Ausdruck von der Fdrm 

ergeben y in welchem die angehörende geblichene fiincücn 
eine ächte ist Für diesen Fall nun wird 

(3) Die ächte gebrochene Function 

W 

Syz' 

in welcher W, X, Y, Z ganze und rationale Functionen 
«iner veränderlichen Grofse sein mögen, lälst sich in Partial- 
brüche zerlegen, so dafs 



XYZ etc. X ' Y ' Z . 
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I 

bt Hiemach wird nun 

(4) Es mögen X and Y wieder Fanctionen einer ver- 
änderlichen Grofse sein x, dann ist 

/XÖY = XY —JYÖX oder /XY8x = XfYöx — [{SX/YSx). 

(5) Irrationefle DifiTerenzial- Formeln sind häufig durch 
Einfiäimng einer neuen veränderlidien Größe rational zu 
machen und hierdurch die Integration wesentlich zu er- 
leid^em. Setzt man z. B. in der Dififerential-Formel 

(X + 2)i/(2x + 4) \ /(2'' + 4) = z, 
dann wird 

z« — 4 
x = — 5 — ; jx = zjzy 



mithin 



xfa. _ (zg — 4)fe 

(X + 2)1/ (2x + 4) ^ ''•^• 



/ ^fa. _ /^(za — 4)3z _ r... z rJz 

(X + 2y(2x + 4) -y z» -ß^^^^y ^ 



I _- 4 



z , 

z' 



und wenn man nun wi(fder'fur z seineu Werth durch x aus- 
gedrückt substituirt, 

J(x + 2y (2x + 4) = ^^^ "^ *^ ~ ^(2x + 4) • . 

Iirtegrale algebraischer Fanctionen. 

§. 25. 
x^Sx 






h 



a H- bx' 
= r — i^lognt(a + bx). 



a + bx bt b* 
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■ 

y»x»«x I» ax«,a«x' a> w .ux 

y»x**x x« ax» , a«x« a»x , a*. ,, , , v 

y*x™^x X™ ' ax"»-^' a*x"-« a^x"~^ 

H^~mb~(m— l)b« "*" (m— 2)b» ~ (m— 3)b* 

±g5+rlogiit(a + bx). 

Von den Zeichen + gilt das obere für eia gerades^ das untere 
für ein ungerades m» 

§. 26. 

I 

x«»(a + bx) • 

y' Äx 1 , b , ^ i^a + ^«\ 

x^(a + bx) ='-ii + i;^ ^"Snt 1^"^) . 

yx3(a + bx) 2axa^aax aa^^'^'V x >r- 

y * fa 1 b bg b» ^/^ a+bx ^ 
x4(a+bx) 3ax»+2a2xa a^x'^'a* ^^ V'"^^J' 
/ * gx 1 - b 

x«>(a + bx) (m — l)ax'»-i "*" (m — 2)a«x°»-a 

b« . b» . b™-l 



'a + bx' 



(m — 3)a8x»-8 /^ (m — 4)a*x"»-4 '' * — am 



.^(i±^). 



Von den Zeichen + gilt das + für ein gerades, das — 
fiir ein ungerades m. . * 



/< 

A 



fi 



§. 27. 



8x 



(a + bx)" • 
1 



(a + bx)a 
Sx 



(a + bx)» 
ix 



(a + bx)* 

Jx 

(a + bx)» 
öx 



(a + bx)« 
Sx 

(a + bx)» 
xSx 

i^ + b^ 
xSx 



b(a + bx) ' 

1 
2b(a + bx)« ' 

1 
3b(a + bx)» ■ 

1 
4b(a + bx)* • 

1 
5b(a + bx)» ■ 
1 



Ix 

fi 



(a + bx)8 

x8x 



(a + bx)* 

\8x 
(a + bx)6 

xöx 
(a + bx)« 

xSx 



(a + bx)' 



(n— l)b(a+bx)"--i ' 

Vb "^ 2h^J (a + bx)« * 

V2b'^6b27 (a + bx)» • 
~V3b"*"l2b2y (a + bx)4 • 
' "" V45 "*" m« J (a + bx)» • 

"" V(n— 2)b "^ (n~2)(Q — l)b«J 



y * x^Sx 
(a + bx)«~ 
r x^ix 

y (a + bx)3 — 

/ * xHx _ 
(a + bx)4- 



^ (a + bx)«~A- 
i^x« 2a«\ 1_ 2a, ^ , , . ^ 



^2ax 3a« 



V b« ' 2b»y (a + bx)« ^ b» 
lognt (a + bx). 

(X« ax a^X 1 
¥ "*" b« ■^"äb»-/ (a + bx)» ' 






3b« 

ax 



a« >| 1 

12b8/ (a + bx> 



(a + bx)» ~ V2b + 

(a + bx)« V3b "•" 6b2 + 30b3 J (a + bx> 

y ^ x«dx _ / " X« 

(a + bx)«~ l.(S=:3)b + 



12b8 
a«^ 
30b3 
2ax 



y ^ x»gx 
(a + bx)« 



yCa + bx) 



bx)« V(n— 3)b • (ü— 3Xn— 2)"^(S 

. 1 a« >| 1 

• (u— 2)(n— 1)7 (a + bx)»^-! • 

(X» 3ax« 3a»^ 1 
2b 2bi"+-birJ(a + bx) 
lognt (a + bx). 

(x3 . 6a«x _ 9ar\ 1 
b b3 2Py (i + l 

lognt (a + bx). 

3ax« 9a«x . IIa» 



^) 



8 



bx) 



2 



3a« 
3a 



y * X8fx _ i^, 
(a + bx)4 - V. 



b« 
1 



2b» 



6b* 



>^(a + 



bx> 



+ g4 *ognt (a 4- bx). 



(T+bx 



3axa . a^x 



(X* 3ax-- a*x a* 



r) 



bx)* Vb ' 2ba ' b» ^ 4b*>^(a+bx)'* 

r x3ffx __ ^x» , ax2 , a^x a». \ 1 
y (a + bx)« ~ V2b "*" 2b2 + 4P"+20b4 J (ä+b]0^- 

j^ . 3ax* 



bx)« 



bx) 
3 . 2a2x 



4)b ^ (n — 4)(n_3)b^ 
3 . 2 . 1 . a» 



f (o_4)(n-3)(n-2)b3 ^" (n-4)(n->3)(n-2Xn^l)J 



/^ 



x*Jx 



a + bx)a 



(a + bx)»»-! * 
'4 2ax8 2a2xa 4a*\ 1 

4a9 

— p- lognt (a + bx). 



(x4_ 
db 



b3 b*>r(a + bx) 



(a + bx;« "^ V2b 



2ax3 , 12a»x . Qa^X 
T — TTT — r- — ■ 



21^ ba 
+ j^logirf(a + bx). 



b* • b«y(a+bx)a 



y * x^Sx _fy^^ 12a«x« _ ISa^x _ 22a*X 
(a+bx)4~\b b» ""b*" W^J 

(Tipb^^ 

/ ^ x^8x _ i^4ax8 Oa^x^ 22a»x 25a*X 
(a + bx)» ~ V b* "^ b» "*" ""SP" "*" i2b»y 

y ^ x^Jx _ i^x^ 2ax8 2a«xg a»x a« ^ 
(a + bx)« ~ Vb "^ b« "'' b« "•" b* "^Sb» J 

l 



(a +,bx)* • 

y ' Ti^Sx __ Y x^ 4ax» 4. . 

(a + bx)*'^ V(n— 5)b"'"(ii— 5Xn~-4)b*"*"(S=3) ^ 

•■(n — 4Xn — 3)b» "*" (n — 5)(n — 4)(n — 3)(n — 2)b* 

4 . 3 , 2 . 1 a^ >w 1 

(d— 5Xn— 4)(n— 3Xn— 2Xn— l)b»J(a+bx)»-i' 

(a + bx)«* V(d + 1— iii)b "*" (n+1— m)(n+2— m) 

m (m — 1) ax'P-g ^ m (m — 1) 

"^(d + 1 — iii)(n + 2— m)(ä + 8 — m) + (11 + 1 — 111) 



(m— 2)ax™-» 



r=;sT^^O- 



(n+2— mXn+3— mXn+4— m) V(a+bx)''-^i • 

Diese Formel gilt nur dann, wenn n mindestens am 
2 gröiser als m ist. 

§.28. 



/V^ = - logntC-l-)=-ilogn<i±^>> 
Jx(a+bx) a " Va+bx^ a " \ x J 

y x»(a + bx) = - « + «^ '°«°* l-TT J- 

f fa 1_ b b* ^a + bx ^ 

Jx»(a + bx)~ 2)a«'*"a«x a» ^ V x v'* 



2b 



f fa 1 , b b» b» 

yx«(a + bx) ~ 3ax» ''' 2a«x« a»x ^" a* 

fSx___ 1 b b» b» 

Jx»(a + bx) ~ 4ax* "•" »a^x» 2a»x« '*' a^x 

x">(a + bx)~ (n — Ijax»'-^ "^ (n — 2)a2x»-« 

____ -etc. + -^— -Jognt I — ■ f. 

(d— 3)a3x™-» — a° ® V x -/ 

Der Wechsel der Zeichen erfolgik ganz regelmäfsig. 

/*_A_= _1_ _ i lognt (^-±^\ 
Jx(a + bx)a a(a + bx) a« '' V x ^ 

J x«(a + bx)2 V ax a^y a + bx ^ 

i^a + bx \ 

yx»(a + bx)»~ V Sax« "*" 2a'«x "*" a» J a + bx 

y > 3x r 1_ 2b 2b^ 4b3\ 

x4(a + bx)2 ~ V 3äx3 ■+■ äa^x« a^x a* J 

y * ^^ — i^ 1 , 5b 5b^ 5ba 

x*(a + bx)a ~ V 4ax* "*" 12a«x3 öa^x« "*" 2a4x 
' , öb^X 1 5b*, ./"a + bx^ 

y x6 (a + bx)2 ~ V. Öax» ^ 

5b»\ 1 6b« ./"a + bx^ 



3b b« . b3 



öax» ' lOa^x* 2a3x3 ^ a*x* 
3b* 6b» 
a*x 
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15b» 



y x(a + bx)3 V5^ ■*■ a«y (a + bx)« a» 

x2(a4-bx)3 ~ V ax 2a2 a» J (a + bx)« 

f Sa ^ /^ 1^ 4. 2b 9b« 6b3x^ 

yx»(a + bx)» V 2ax2 "*" a^x "*" a^ "*" a* J 

1 6b2 , , /"a + bx>w 

^___ _ _ lognt ^-^ J. 

f__^^__^{ 1_ , 5b _ lOb« _ 

y x4(a + bx)3 ~ V 3ax3 + Öa^x« Sa^x 

10b4x>w 1 . 10b3, ra + bx>k 

- -^J (i+b^+-i;^^"^'V""r-> • 

yl_ii_— r_ ■"• b 5bg 5ba 

x*(a + bx)3 ~V 4ax4 "*" Sa^x» 4a3xa "^ a*x 

, 45b* . 15böx>k • 1 I5b4 , i^a + bx^ 

+ ^^ + "i;^J (M=^ ~"^ ^^ v-ir"> 

/•__jfa__ ^ /-_ J[^ 7b 7ba 

y xö(a + bx)3 ~ V 5axö + SOa^x* 10a3x3 
7b3 _ Tb* _ 63b* ^ 21b6x ^ 1 21bs 

"*■ 4a*x« aöx Siä« "l^J (a + bx)^ "*" a» 

x(a + bx)* ~ V6a "*" 2a2 "^ a» J (a + bx)3 a* 

r Sx _/- 1 22b lOb^x 4b3xa ^ 

1 , 4b , ^ /-i + bx^ 

5* 
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Sb . 55b» . 25bs 



x»(a + bx)4 ~ V 2axa "*" Sa«! "*" '8a» "*" 
, 10b*x«^ 1 10b«, ^i^a + bx^ 



a* 



1 . Jb Sb» , 110b« 

a«x« a»x 3a* 



yx»(a4-bx)* V 3ax» ^ 
50b*x 20b»x«~\ 1 , 20b» , , i^a + bx^ 



7b 7b« . 35b« 



r ex _/• 1 7b 7b* 

y x»(a + bx)* ~ V isö* "^ 12a«x» 4a»x* "*" 4a*x 

885b* 175b»x 35b«xa ^ 1 _ 35b* 
"*" 6a» "*■ 2a« '•' a' y (a + bx)» a« 

i^a + bx'V 
lognt (^— 7- J. 

y * ix f 1 2b 14b« 14b» 

x*(a.f bx)*"!. 5ax»'**5aax* 15a»x» "''5a*x« 

14b* 308b» 140b*x Seb^x^ ^ 1 , 56b» 
' a»x 3a« a' a« y(a-Hbx)»"^ a» 

y " ix _ /'25 13bx 7bax« b»»»^ 
x(a + bx)» ~ Vl2a ''' 3a« ■*" 2a» "'" a* / 

1 l , , i^ a + bx \ 

(a +bx)4-iJ '**«"* l-r-> 

/ • ix -{ ^ ^^5b 65b«x 35b»x« 
y x»(a + bx)» ~ V~ «X 12aa 3a» 2a* 

5b*x»\ 1 . 5b , , ra + bi\ 

^ -^r) (a + bx)* + iü >°8"* V.-7-/ 

y ' ix _ ( 1_ , 3b_ 125b« 65b »I 
x»(a + bx)» ~ V 2ax« ■*' a«x "'' 4a» "*" a« 



, 105b«x* , 15b»x» 



*»»x»-\ 1 , 15b«, ,/'a+bi\ 



p H _( 1 7b 7b« 875b8 

^*55b4x 245b«x« 35b«x»\ 1 S5b» 



3a» 2a« 



_ 35b«x»^ 1 S5b 

a'^ 7(a + bx)* "*" a« 



14bs 



y * fa ^/^ 1 2b 7bg 

xfi(a + bx)» V 4ax4'^3a2x3 öa^x» "^ ,a*x 
S75b* 910b»x 245bgx« 70Mx»\ 1 
6a» ^ 3a« "*" a^ "* ä«^ J (a + bx)* 

y » H r 1 9b 6b« 21b» 

x«(a + bx)» "" V 5ax» T 20a»i* 5a»x» "*" 5a*x» 

126b* 525b« 546b«x 441byx» 126b«x» ^ 
■ 5a»x 2a« aJ" a* a» J 

1 , 126b», ,A + bx-\ 

y gx _ /^137 77bx , 47b«xg 9b»x» 
x(a + bx)« ~ V60a "•" 12aa "*" 6a» ■*" 2a* 

b*x*\ 1 1 .._,/" a + bx ^ 



77b«x 47b »X« 



y ' H _(_ 1. _ 137b _ 
x«(a + bx)« ~~ V ax 10a« 2a» a* 

27b*x» 6b»x*\ 1 , 6b, ./"a + bx^ 

/» fa _/• Lj.^ 959b« 589b»x 

y x»(a + bx)« ~- V 281« ''" 2a«x "*" 20a» "^ 4a* 
329b*x« 189b»i» 21b«x*^ 1 _ 21b« 
"*" 2a«. "^ a« "*" a»^ J (a + bx)» a« 
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ix r 1 . Sb . 55b» . 25b» 



y x»(a + bx)* ~ V 2ax» ^ iaflx ^ Sa» ^ 
^ a» 7(a + bx)» a« '^ V x J' 



a* 



yx»(a+bx)* V 3ax» ^ 



1 , b 5ba 110b 



3ax» • a«x» a»x 3a* 



50b*x 20b»xa^ 1 . 20b» , , /"a + bx^ 



7b 7b« . 35b« 



f ix f^ 1 7b 7ba 

y x»(a + bx)* ^ V üö* "^ 12a«x» 4a»x» "*" 4a*: 

385b* 175b»x 85b«xa ^ 1 35b* 

■^ 6a» "^ 2a« "*" fi^ J (& + bx)» a» 



2b 14b* . Üb» 



/^a + bx'V 

rA__r L.4. 

/xff(a + bx)* ~ V 5ax» ^ 5a*x* 1 5a»x» ^ 5a*x« 

14b* 308b» 140b*x 56byxg ^ 1 56b» 

a»x 3a« a' a* >^(a-Hbx)» "*" a» 

lognt (^^). 

y ' ix _ /'25 , 13te 7bax« b»x»^ 
x(a + bx)» ~ Vl2a "*" 3a» "** 2a« "*" a* 7 
1 l , , /- a + bx ^ 

(a +bx)*-.;s '**«"* v-^> 

y gx _/" 1 . 125b 65b«x 85b»x« 
x«(a + bx)» ~ V~ «c 12a» 3a» 2a* 

a» 7 (a + bx)* ^ B» •"»"* V. X ^ 

y ' ix _ f 1_ . 3b^ , 125b« 65b »X 
x»(a + bx)» ~" V 2ax« "*" a«x "*" 4a» "'' a* 

, 105b*x» , 15b»x»^ 1 . 15b», ^/^a+bx\ 



f it _f 1 , 7b 7b> 875b» 

455b*x _ 245bftx« ^ SSb^x^^ 1 S5b» 

3a» 2aö a^ y(a + bx)* "*" a» 

y * ax _/" 1 2b 7b« 14b» 

x»(a + bx)» V. 4ax4 "^ 3a*x» aa^x» "^ a*x 
875b« 910b»x 245b«x« 70b^\ 1 
■*■ 6a» "^ 3a« "^ a»^ "* ää^J (a + bx)* 

fx r 1 . 9b 6b« . 21b» 



J x«(a + bx)» V 5ax» T SOa^x« 5a»x» ^ 5a*x* 

126b* 525b» 546b«x 441byx« 126b«x» 'v 

■" 5a»x 2a« a' a» a» J 

1 , 126b», ,/^a + bx~\ 

/ Sx _ t\Sn TTbx , 47b«x« 9b»x» 
yx(a + bx)«~V60a "^ 12a« ■*' 6a» "*" 2a* 

+ ^»-) (lH:bi)5 - a-S •"«"* (^)- 

/ • ix _f_ l _ 137b _ 77bgx _ 47b »x« 
y x«(a + bx)« "" V ax 10a« 2a» , a* 

27b*x» 6b»x*\ 1 , 6b, ^/'a + bx-\ 

f Sx _( 1 7b 959b« 589b»x 

yx»(aH.bx)«"~V 2ax« **" 2a«x "*" 20a» '*' 4a* 
329b*x« 189b»x» 21b«x*\ 1 _ aib« 

"*" 2a», "^ a« "*" a»^ J (a + bx)» a» 

«ognt (i±^> 



w/ 



yx*(a+bx)« V 3ax 



4b 28b» 1918bg 
3ax8 ■*■ 3a2xa Sa^x 15a* 

lOTSb^x 1316b»x« _ 504bgx» Söb^x^ ^ 1 
Sa* Sa« b7 a» J(a+bx)ö 

3b 3b« . 21b» 



p 6x _ r 1_ 3b _ 3b« 

yx»(a + bx)ö ~ V 4ax4 "^ 4a2x3 a^x« "^ a*x 

2877b* ienb^x 987bgx« 1134byxa IgOb^x-* ^ 

+ lOa* "*" 2a« ■*" a^ '^' S» *" a« >' 

1 126b4, ./a+bx*\ 

(a + bx)* -- iTi^^^fi^* l-^r"> 

r fa _ i^ 1_ b _ 3b« 6b3^ 

y xO(a + bx)« ~ V 5axö "^ 2a«x* 2a3x3 "^ a*x« 
42b* 2877b* i617bex 1974b7x« 2268b8x3 



a*x bdfi d^ a® a* 

_252b^^ 1 252b» ^a^^bx>. 

Die Reductionsformeln für die Integrale dieses §. sind: 

y fa ^ _1 

x»(a + bx)"» (m— l)xn»-i (a + bx)>» 

j 5 D(n + 1 ) j 

"^(m— l)(m— 2)(a+bx)»»+i (m — l)(m— 2)(m— 3)(a+bx)»+« 

, n(n + l)(n + 2) ^ etc. 

(in — 1) (m — 2) (m — 3) (m — 4) (a + bx)''-!-« 
^ n(n + l)(n+2) etc. (n+p— 1) /- Sx 

— (m— l)(m— 2)(m— 3) etc. (in-~px/x™-P(a+bx)»+P* 

A 



x»(a + bx)" (n — 1) bx™ (a + bx)«-/ 

+ "^ ^___^ j m(m 

(n— l)(n— 2)b«x"'+i(a+bx)»-a ■*" (n-^lX«— 2)(tt • 

:±il— , m(m+l) 

._3)bix»+»(a+bx)»-3 + (n_l)(n_2)(n_3)(n-4) '• 
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>i±2 j m(m+l)( in4- 

•b4x»+8(a + bx)H-4 -r (n— l)(n — 2)(a-3)(D— 4) = 

.2)(in + 3) . m(m+l)(m ; 

•(n — 5)b»x'>'+4(a + bx)«+» ^*'- + (n— l)(n-2) = 

. +2) etc. (m+p— 1) /> ^ 

•(n— 3)etc. (n— p)bPy^'n+p(a^ 



i+b)»-P ■ 



/( 



§. 29. 



^ arc f sin = ^3^^ 




/ * 8x 
a — bx« ~" 



=frb^'^(-«^<^=|/^i?^) 

_ 1 „ /* . 2bxa * X 

2yab V a + bxay 

= TTT arc | sin == x t /- | 

|/ab V |/ a + hx^J 

■~ j/ab ^"^^ V^® ^ }/a + bxa J 

1 /* a + bx«^ 

= o,/ / ■ arc I sec = — ~ — 1 

_ 1 • Z' a + bx^X 

2)/ab ^ \j/a— xj/by 
^ 1 1 ,l/a — xl/b 
FIS ^^g"^ ;/(a-bxS 
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1 I */(a-»»i*) 
=.— -T-r loffnt '-T^^ -A 

J/ab * |/a — x)/b 

y (a + bx«) = 2b'°8°*('' + ''^'>- 

/* x'^x X a r ^x 

y (a + bx«) — b by (a + bx») • 

/irrtb) = i - 2E5 *•«"* (» + '"^•>- 

y' x*^x ^* _ ?!^ -1. ^ /1_^]L_ 



/• X* Jx X* ax« , , ~ , X / I t «v 

(r+-bi5) = ib-2b5--+ 2bä'*»8"*('' + ''^'>- 

(a + bx«) ~ 5b 3b« "*■ b»" ~ b» J (a+bx«) ' 

Ist m eine gerade Zahl, dann wird 

y^ x"dx x"""! ax™— 8 a«x'*"» 

(a + bx«) ~(m— l)b~(m — 3)b«"*" (m— 5)b» ^**^ J 



-^^•/(a + bx«)- 



Von den Zeichen 4^ gilt dos +, wenn -^ eine ge- 
rade, dagegen das — , wenn -g dne ungerade Zahl ist. 



Ist m eine angerade Zahl, dann wird 






/( 



x™ix x"*Ti ax™-« , a«x™-» 

+ 7 e^TT etc. 



(a + bx*) ~ (m — l)b (m — 3)b« ^ (m — 5)b» 
\ a ' 

2b « 
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h 



§. 3p. 

H 
x'»(a + bx«) ■ 

f ^^ — 1 1 -t ^ 1 

Jx(a + bx«) a ^^ j/(a + bx«) I 



x«(a + bx2) ~ ax a y ( 



a+bx2) 



_^L___ 1 , b, _, /(a + bxa) 

x3(a + bx2; ^ 2axa "*" a* ^ i 



y ^x 1^ b bg r ax 
x^(a + bx») 3ax3 "^ a^x "** a« J a + bx^ ' 



x6(a + bx2) i^"^2^ilä a»^^ x * 

Äx 1 , b b^ b» 

+ 



x»(a + bx») 5ax« *^ Sa^x» a»x a» 

Äx 



/i 



/ 



(a + bx2) * 

Ist m eine gerade Zahl, dann wird 

^ H 1 b 

x">(a + bx») (m — l)ax"-i (m— 3)aax'»-» 



m 



ba b^ f H 



a' 

m 



Von den Zeichen + gilt +» wenn -^ eine gerade, 

dagegen — / wenn -^ eine ungerade Zahl ist 

■ < 
Ist m eine ungerade 2abl> dann wird 



6 
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C i^ 1— + ^ 

Jx-Ca + bx«) "~ (m — l)ax— 1 ^ (m— 3)a«x»- 

b« , b'^, „ y(a + bxg) 
-—^ etc. — ri lognt ' • 



Von den Zeichen. + dieser Formel gilt das +, wenn 
t eine ungerade, dagegen das — , wenn -g-" ö°« S^" 



racte Zabl ist. 

§. 31. 
x™5x 



y(a+ 



bx + ex«) 

2cx+b— |/(bg— 4ac)i 



a + bx + 



t «^ 1 j 2cx+b~-|/(bg-4ac) ) 

y5+b;^+^~l/(b*— ^ac)-""^ J2cx+b+j/(b«— 4ac)f 

2 , ( 2cx+b-]/(bg~-4ac) ) 
=f (b«-4acr''^" ( 2j/c(a+bx+cxa) j* 

2 ( . 2cx . 

= -— , —-• arc \ sm = c^ / ^ • 

ex« )/ (4ac — b-*) ( 2]/ c(a • 

. + b 

• + bx -h ex«) 

2 ( /(4ac. 

; — : — , —— arc \ cos = v-t ! 

|/(4ac — b«) 1 2y<^- 

• + bx + ci*)| 

1 , ( (2cx+b) . 

arc \ sin — - 



y (4ac - b«) "^^ I """ ~ 2c(a+- 
, |/(4ac-^b«) 
•bx+cx« 

1 j 4ac. 

j/(4ac — b«) "*^ I ^®* 2c(a + • 
.— b« 



•bx + ex«) 



— 1 



*» 



2 l _ 2ci . 

|/(4ac— b«) "* I »e — j/(4ac : 



•— b«)' 



2 ( ^ i/(4ac 

-7—: TT- arc ^ cotß'= '—^ — : 

j/(4ac — b») / *» 2cx • 



«>*)i 



•+b 

2 f _ 2/c(a 

j/(4ac — b>) '" j *~ — v/(4ac = 
. + bx + <a») ) 1 
•-b«) j 

1 ( 2l/c(a 

j7(üi-=rbi)""=i'="'^*^= 2^^ 

. + b i + cx«)| 
•+b 

j/(4ac - b*) -"^ I ''"" =2^0^ •• 



arc } 8inv 



ß 



x8x 



a + bx + ex« = 2-c '*Snt (a + bx + ex«) - 5^ 

«X 



/= 



ß 



a + bx + cx« 
T = ^ — OTT log»* (a + bx + ex«) 



a + bx + cx*^ c 2c2 

, . ba a ) r 5x 

+ 



-ilf ? 

c ) J ? + bx 



2c* C)J^+bx + C3L^' 

Ist der Exponent m im Zähler grÖfser als 2, dann 
ist vor der Integration die gegebene unächte Function durch 
Division in eine ganze und in eine ächte zu zerlegen. 



6* 
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§. 32. 



x»(a + bx + ex«) 



/. 



dx 1 , ^ X« b 

lognt 



x(a + b'x + cx«) 2a * a + bx + ex» 2a 

8x 



ß 



2 • 



A 



a + bx + cx 
Sx 1 b , X« 



x2(a + bx + ex«) ax 2a2 ® a + bx + ex« 

^ V2aa ayya + bx + cx* 



/. 



x3(a + bx + ex«) ~ 29X« "*" a«x "*" V2a» 2a«>/ 
^^ a+bx+cx« V2ä3 2a2y/a+bx+cx«' 

y x*(a+bx + cx2) ~ 3ax3 "*" 2a«x« Va« a«y 

l_r^ bc>w X« i f^ 2b«c 

X V2a4 ~ a» J *^^* a+bx+cx« "*" V2a4 a« 

+ ?!^? fa 

^ a«-// a + *>» + «^* ' 



/ö 



§. 33. 

x™5x 



(a + bx + cx«)P * 

y Sx __ 2cx + b 2c 

(a+bx+ex«)« ~ (4ac— b«)(a+bx+cx«) "*" (4ac— b«) 



r 6x 

Ja + bx + ex«* 



H 



y (a + bx + ex«)» )2 (a + bx + ex«)« (4ac — b«) 

3^ H. 

(a + bx + cx«)(4ac— b«)«|p'' ' "( * (4ac — b«)« 



ß 



ix 
a + bx + cx* * 
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6x 



y (a + bx + ex«)* |3 (a + bx + ex«) » (4ac -^ b^^) 

5c 10c« 



+ 



3(a+bx+cx2)2(4ac— b»)« ^ (a+bx+cx«)(4ao 
L J 20c3 /* 8x 

r^"^"^ j "*"(4ac— b2)3ya + bx + cx2* 



;— b«)8j 



(a + bx4 



(a + bx + cx2)ö |4 (a + bx + ex«)* (4ac — b«) 

7c - 35ca 

+ 



' 6{a+bx+cx«)3(4ac— ba)2 * 6(a+bx+cx2)2 (4ac— b«)» 



(a + bx + cxa)(4ac — ba)4(| ' ( ' (4ac — b»)* 

Sx 



ß 



/( 



a + bx + cx«' 

X Jx 2a + bx 



(a + bx + cx«)a (4ac -r- b«) (a + bx + ex») 

_ b r ^x 

(4ac — b2)y a + bx + ex« • 

y* x5x j 2a + bx 

(a + bx + cx«)3 ~ ~ 2(4ac — b*) (a + bx + ex«)« 

3b(2cx + b) * 



3bc p Sx ; 

I) (4ac— b«)Va+bx+cxa' 



2(4ac— b«) *(a+ bx + ex« 

yxäx 2a 4- bx 

(a + bx + cx«)4 ~ ■" 3(4ac — b«) (a + bx+cxa)3 

55(2cx + b) 5bc(?cx + b) 

6(4ac—b«)2(a+bx + cx2)'a "^ (4ac— b2)3(a+bx+cxa) 

lObc« r 8x 
^Ja + hx + 



fi 



(4ac — b«)y a + bx + ex« ' 
x«*x • x(ba — 2ac) + ab 



(a + bx + cx2)2 c(4ac — b«) (a + bx + ex«) 

2k r ix 

"*" 4ac— by a + bx + ex« * 



/( 
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xttjx (— 4cx+b)(4ac— bg)+(bg4-2ac) . 

(a+bx+cx«)^ ~ r2c2(4ac— b«)(a+bx - 

, (2cx + b) (bg + 2ac) (2cx + b) b^ + 2a c 

• +cx*)a "*■ 2c(4ac — b2) (a + bx + ex«) "^ 4ac — b« 

/a + bx'+cx*' 

1 ^ x'-^Jx (b-3cx)(4ac— tg ) + (bg+a c)(2cx+b) 

y (a+bx+cx«)* "^^ . 15c2(4ac— ba)(a+bx+"cx«)3 
(2cx-hb)(bg+ac) 2(2cx+b)(bg + ac) . 

+ 3c(4ac— b2)*(a+bx+cxa)« "^ (4ac— ba)3(a+bx+cx2) 



+ 



4c(b2 4. ac) r dx 



g + ac) r 



(4ac-:7b«)Va+bxcxa 

/ xs^x . _ (2bx+a)(4ac— b«) — ab(2cx+b) 
(a-i-bx+cx«)« ~ 2c2(4ac— b^Xa+bx+cx«) 

L 1 1 4/ .k_. 2N 2abc+b(4ac-ba) r öx 
+ a^lognt (a+bx+cx^) 20^(4,,^^^) J .+hx+cx- ' 

y * ^ x^Sx __ (2x + a)(4ac — b^) + (2cx+b)ab 
(a+bx+cx*)» ~ 4c2(4ac— b2)(a + bx + ex«)* 

_ . 3ab(2cx + b) 3ab r 6x 

~ 2c(4ac— b2)2(a+bx+cx2) (4ac— b2)y a+bx+cx«' 
xs^x _ (— ISc^x^^Sbcx— bg — 5acX4ac . 

(a-f bx+cx2)4 ~ 60c8(4ac— b2)(a • 

, — bg)-(2cx4b)(bS+6abc) ^2cx+bXb3 +6abc) 

• -fbx+cx^)» ]2c2(4ac-b2ja(a+bx+cx«)* 

(2cx+b)(ba+6abc) ' b3 + 6abc r dx 

2c(4ac— ba)3(a+bx+cx2) (4ac-b2)3ya+bx+cx2 ' 
xHx (4a€— b^Xc^x^ >-2b2x— ab+3acx) . 



/( 



/ö 



(Q+bx+cx2)a c»(4ac— b2) • 

• + (2cx + b) (ab^ ~ 3d2c) . b , , , ^ _, ,, 

• (a + bx + cx^) . . ^ ^'^' (^ + bx + cx«) 

2abgc+4ab«c-— b^— ea^cg P Sx 

c3(4ac— b«) Ja+bx+cxa' 



+ 



/ x^Sx _- >-x(2cxg+bx-t-2a) (4ac~b2)-ha^(2cx-f b) 
(a+bx+cx2)3 — 2e«(4ac— b2)(a+bx+cx2)2 

3a«(2cx+b) , 6a2 f dx 

+ 



c(4ac— b2)2(a+bx+cx2) ^ (4ac— b2)a/a+bx+cx*' 



5a2 p 



*t4 



r x'^Sx — (5c2x3 + 3acx — ab)(4ac ^ b«) . 

y(a+bx+cx2)4 ~ 15c3(4ac-^baXa • 

, + a(2cx + b) (ac -h b«) a(ac+bg) (2cx+b) 

^+jbx 4-0x2)3 "*" 3c2(4ac — b2)2(a + bx+cx2)2 

2a(ac+bgX2cx+b) 4a(bg+ac) P öx 

"*" c(4ac--b2)3(a+bx+cx2) "*" (4ac--b-2)3ya+bx+cxa' 



/= 



§. 34. 
Sx 



/ 



x"(a+bx+cx2)P" 
dx _ <4ac — b«)— b(2cx+b) . 1 



x(a + bx + cx2)2 2a(4ac — b2)(a + bx + ex«) ^ 2a2 
x« b(6ac— b2) f öx 



lognt 



:-b2)yä 



a+bx+cx2 2a2(4ac— b2) J a+bx+cx« ' 

r öx _ (4ac— b2)— b(2cx+b) 

y x(a + bx + cx2)3 — 4a(4ac — b«) (a + bx + ex«)« 
(4ac — b2)2 — bc(2cx + b)(3a -4- 4ac — b«) 1 

I "^ i uZ i 9\ I 



2a2(4ac — b2)a(a + bx + cx2) ' 2a3 
x2 _ r 7abc2 — b3c b '\ 
^^"* a + bx + cx2 ~ V^(4ac — b^)« + ^J 

öx 



ß 



ß 



a+bx+cx« • 
Sx ) 1 b(2cx+b) ) 1 



x(a+bxH-cx2)4 ) 6a 6a(4ac — b«) j (a+bx+cx«)» 
1 :5bc(2cx + b) b(2cx + b) 



+ 



4a2 6a (4ac — b^)» 4a2(4ac — b«)! 

^ 4. i Jl. j- 5bc2(2cx + b) 



(a + bx + cx2)2 • I 2a3 * a(4ac — b»)» 
_ 3bc(2cx + b) _ b(2cx + b) ■ ) 1 

2a2(4ac — b2)2 2a3(4ac ~ b2)| (a + bx + ex) 
^_Li x2 ^ ( lObc« 3bc2 

"*"2a* ^^" a+bx+c^2 ja(4ac — b2)3 +a2(4ac- b2)2 



'*'2a4 



+ ^£ \f ^J: 

^ a»(4ac--b2jy a + bx +cx2 * 



y ix _ ( a+ bx (b^ -- 3ac) (2cx +h) } 

x2(a + bx + ex«)« "^ I a^x "^ »«(^ac — b« ^ 
1 b X« ( Q)« — 3ac)2c 

a+bx+cx2 a3 ^^" a + bx + cx«"*" ja2(4ac— b«; 

. b«) /• Äx 



b«) r ft 

a3Jy a + bx 



+ cx' 



x«(a + bx + cx2)3 — I ax 48« "*" VSa« a ^ 

(2cx + b) ) 1 . f_ i^ I {^ _ 5£^ 

2(4ac— b2)((a+bx+cx)« "^ j '2a3 "^ V2aa a J 

3c(2cx+b) 8b« (2cx + b) ) 1 3b 

(4ac ^ b«)« "^ 2a» (4ac — b2)| a + bx + ex« 2a* 

X« ' i 6c« i^3b« _ 5c\ 

*^°* a+bx+cx« ■*■ ) r4ac — b«)« V2a« & J 



A 



a+bx+cx« ^ I (4ac — b«)« V2a« 
3b«c ' 8b«) r fo 

' T a3(4ac~b«) "^ 2a*|-y a + bx + ex« * 

5x _ 3a+2bx(a+bx+cx«) b 



x«(aH-bx+cx«)4 3a«x(a+bx+ex«)3 a^Ca+bx+cx«)« 

2b 2b X« i^2b« 

"^ a4(a+bx+cx«) a^ ^^° a + bx + ex« "^ V a« 

'_IS^r_^i_ 2b« r ax 2b« 

~ a J/(a+bx+cx«)4 "^ aSjCa+bx+ex«)»"*"^ 

y ^x 2b« i" fa 

(ä+bx+cx«)« "^ aVa+bx+cx«' 

y Jx ^ ( 1_ _3b^ 3b« c 

x»(a + bx + ex«)« ( 2ax« "*" 2a«x ^ 2aa a« 

5b« 



_ i^3b3 _ llbc>||^ 2cx+b >w) 1 ri 

V2a3 2a« ^Mac— b«7j a+bx+cx« "*" V 
^l' . 3c« ( 2c i^3b» llbc\ 

J ^""^^ a+bi + ex« J4ac— b« V2a» 2a« J 



■^ V.2a4 a8y( /a+bx+cx« ' 



y ^x ( 1 2b^ 1 i^6b« 3c\i 
x3(a+bx+cx«)3 — j 2i5^ + a«x "*" 4a V a« ~ a /( 



"Kß 



6b* — 3ac ,1 

+ 



(a + bx + cx2)Ä ^j 2a4 (a + bx + cx^) \ 2a» 

^""^^ a+bx + cx« "^ V a« 2a>V (a + bx + ex«)» 
b r 8% h r Sx 

~ 2^7(8+ bx+bx«)« 2a»ya+bx+cx2 • 



§. 35. 



/• x™Äx x"-i a^ / * xP'-^Jx b 

a + bx+ bx« ~ (na — l)c V a + bx + ex« ~ c 

y a + bx + ex» • 

/ x°3x x°>~i (m — l)a 

(a + bx + ex«)« ~ (m — 3)c(a + bx + ex«) (m — 3)c 
y. xm-^3x (m — 2)b r x"~^gx 
(a + bx+"^ "" (m - 3)cy (a+bx+cx2)a • 
/ x°gx ; x»"-! (m — l)a 

(a + bx + cx«)» (m — 5)c(a + bx + ex«)« (m — 5)c 
r x^-^8x (m-3)b C x^'^öx , 

y (a+bx+cx«)» (in — 5)cy (a+bx+cx«)» ' 

y. xi»gx x"»-! (m — l)a 
("a+bx+cx«)* "" (m— 7)c(a+bx+cx«)» (m— 7)c 

y(a+bx+cx«)4 (m—7)cy (a + bx+cx«)** 



/ x"(a+bx+cx«) ~ ~ (m-irax"^-^ a Jx— Ka+bx+ex«) 

_c^/» *x 

aj x™-«(a + bx + cx»>* 

/«x ?: 
x«(a + bx + cx4)«~ (m — l)ax»-i(a + b^ + «^) 

mb r gx _ ("^ + ^)^ 

~ (m — l)a y x«»-! (a + bx + ex«)« (m — l)a ^ 

yÄX 
xni-a(a + bx + ex«)« * 



7 



«Hl 



/= 



8x 



x™(a + bx + ex«)» 
_ (m + l)b r 
(m — l)sij% 



(m — l)ax«-i(a + bx + ex«)« 
*x (m -4- 3)c 



i(a + bx + ex«)» 

öx 



(m— ,l)a 



/ 



ix 



h 



xtt-4(a+bx+cxa)8* 
1 



x"(a + bx + cx2)4 
_ (m + 2)b f 



(m — l)ax™-i(a + bx +cx2)4 

8x (m + 5)c 

(m _ l)a 



1 (a + bx + ex«)* 

*x 



A 



dx 



y^m- 



x"(a + bx + ex«)* 
^ (m + 8)b f 
(m — l)aji 



m— 



x»n-2 (a + bx + cx2)* • 

1 

(m — l)ax«-i(a + bx + ex«)« 

fa ■ (m + 7)c 

(m — l)a 



1 (^ + bx + ex«)» 

ix 



ß 



x«n-2(a + bx + cx«)*' 



etc. 



§. 36. 



y ' öx _ 
a + bx» ~ 

y ^ dx _ 
a — bi» 



3aq 
3aq 



Ja + bx» ~ 3a 



a + bx 



bx8* 



arc 



('»=^- 



-'•«»' ^'(i + ,. + ,...) + /' 



lögnt 



y(l — qx + q«x«) 
__ qxj/3 



|/3 



arc 



("=^)^ 
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In den vorstehenden Integralen ist q = 



^q;:^ = 3^1ognt(a + bx.). 

/• x*5x X a i* fa 
a + bx»~b~bya + bx»' 



=/^ 



§. 37. 
jx 



yx™(a + bx«)' 

/x(a + bx3) = - S; ^"8"* C^^-^)- 

y^x 1^ b f xJx 
x«(a+bx8) ~ax~aya + bxa* 
/ ' ^x 1 b r Sx 
x8(a+bx«)^ 2ax^ a/a + bx»' 

yx4(a+bx») = - 3^ + S^ *'^* V"l[r-> 
yx»(a+bx») 4ax* ^ a^x ^ aVa 



f ix 1_ b bg f Sx 

ya*(a+bx8) — 5ax« "^ ga^x« "*" a V a + fc 



a +bx' * 
bx« 



§. 38. 
Sx 



|jA; = arc(tg = x). 



7* 



/r|^=-""s">«»'l/t 



2x cos 



5+H 



X sin TT 



+ f«njarc tg = - _ 

1 X cos SP ^ 



+ l lognt (1 + X). 



/ifii = - i«»» 1 loß-t -j/jl - 2x C0.5 + x«| 



iZSlD-^ \ 

**^; ^} 

1 X cos :r ' 

4 

— I cos -^ lognt -i/Jl — 2x cos -^ -f- x^j 



+ }sm^arc tg = ^ ^J. 

1 X cos -r- ' 

4 



y ^ ix 
1 + x» — 



2 



COS 



|lognfj/j] 



2x bbs -p- 



5 + -'} 



xsin? 

+ JsiöSarc \ig= 



1 — X cos -p 
d 



I cos ^ lognt |/|l — 2x cos ^ + x«| 



xsm -7- 



. 1 — X COS -=- ' 



+ J logat (1 + X). 
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/r|5,=-tco. Jlognt ^{l - & CO. J + x.j 

^ , 1 XCOSs' 



— fcos-^lognty/jl 



2x cos -g- + x«| 



+ fsm-^arc ^tg = 



! 



-f cos^ logntj/^jl - & CO» ^ + x»j 



1 — xcos-^ 
o 



xsm-g- 



5» ( *'^T ) 
+Jsui-g.arc jtg=-. gjjj. 

^ 1— xco»-^' 

/r|5= -!•»• j/^' l/i' -'""*« "^ "! 



-sm—arc <tg 



9t 

xsin- 



X8m— \ 

^ 

1 — X cos - ' 
n 



?cos ^lognt •i/jl - 2x cos ^ + x*| 

.3« 

.2.8» r - n ( 
+^sm-arc %=- ^ 

^ 1— xcos — ' 



— 3 coB— lognt »|X U — 



n 



2x CO« — + X«' 
n 

xsin 



, i_( 

1 — xcos ' 



etc. 



9« 



9ie Factoien xon ^ sdireiteB in der Beilie ^er unge- 
raden Zablen fort, Hb^rtreffen aber niemals n. Ist n 

dne ungexade Zahl, dann ist dem vorstehenden Integrale 

1 
noch das Gtied -] — lognt (1 +i) beizuiügen. 



§. 39. 



/• ix 



xH 



/i 



^ = — 4 lognt (1 — if) + i lognt (1 + X) 



X» 



^1 lognt (^^. 



/^-^ = — i logut (1 — X) — I cos f « lognt j/{l 
_2xcos|»+x.} +|sinj.arc(tg=^3i^). 

f-d_^ 4 = -r i log"* (1-*) — J cos I « lognt f/| 1 — 2x 

oosf « + x«} + $ «in I a; arc ( tg = . . '""*'' "^ 
•* t . • « s^ «» 1 -=- X cos * nJ 

+ J lognt (1+x). 

ff^= - i »<««'* 0--^*) n~ I cos f « lognt j/{l ~ 2x 

co.f«+x.}+fsin|.«c(t^=ji55|£.) 
— f COS f » lognt |/{1 ^ 2x cos f TT + x*} 

+ 1 «smfaiarcl lg = :j 5-t- I. 

" >s 1 — xcos|^w>^ 

> 

/j^=-Jlognt(l-x) 



dft 



> cos — lognt 1/ |l . — 2x cos — + x*t 

+ - sm — arc \ tg^=s 



. 2n 

1 — xcos — 
n 



cos —lognt T/)! — 2x cos 1- x«j 



. 4w 
xein — 



U.2 . ^ L _~J_l 

+ -.u.-arc tg=- ^^ 

* 1 — xcos ' 

— - cos — logntf / /l — 2x cos — + 
n D " |/ I n ,' 



n 
x2i 



. 6« 

+ -sin-^arc )tg = 



n n f ^ 6;r 

^ 1 — X cos ' — 

n 

etc. 

Die Coefßcienten von - schreiten in der Reihe der 

n 

geraden Zahlen fort, imd es bricht die Reihe ab, wenn 

"der Factor von it grofser wird als u. 

' §.40. 

1 + x" • 

Ist m — 1 nicht grö&er als n, dann mrd 

+ cos -——lögjttrty h. — Sxcos — +x* 
+co8^1ognt|/' {l-2xc»)8 ^+x» 



+ C08 -^ lognt 1/ Jl — 2x cos 



+ x 



2 



|fitc| 



X sin- 



+ 2{8iD -:7- arc i tg= > 



D 



+ sin arc 



1 — ^x cos — 
n 

xsin 



XBIU V 

*«=; — 3i 

1 — xcos ' 



- , xsm — 

omn S ^ n 



sin arc 



1"- 



5ic 

"IL COS 

n 

xsin — 



+ sin^arc tg=- ^ 

^ , 1 — xcos 



etc. >. 



Die Zahlencoeffidenten von - schreiten in der Rdhe 

n 

der ungeraden Zahlen fort. Die Reihe bricht mit den 
Gliedern ab, in welchen der von m unabhängige Factor 
vor n grofser als n wird. 

Ist n eine ungerade Zahl, dann kommt zum vorste- 
henden Integrale noch das Glied + -^ lognt (l -f x). Das 

Zeichen + gilt, wenn m — 1 eine gerade, das Zdchen — 
aber, wenn m — 1 eine ungerade Zahl ist. 

• §. 41. 

ix 



J 1-- 



1— X" ' 

Den Exponenten m — 1 kidner als n angenommen, 
«lann ist: 
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rj^^=_llognt(l-x) 
1 — X* n 



j^logntT/jl~2xcos^+xä 
+ cos -^ logntT/ J 1 — 2x cos |-x« 

+ cos^lognt|/jl-2xcos^+x«; 

+cos?^logntT/jl-2xcos^+x«jetc.| 

. 2;r 
o 1 o / X sin — 



+ - {sin arc Mg = 



n i n r 1 29r 

1 — ^x cos 

n 

. X sin — 
, . 4mÄ l ^ n 

+ sin arc < tg = 



n 



- 47S 

1— X cos 

n 



. 6/e 

. X sin — 

sin* arc J tg = 



^ 6it 

1 — X CDS — 

n 

xsm — 



+ sin arc < tg == s— J etc. 

n I ', ojc I 

^ 1 — ^x cos — / 

n 

4E 

Die Zahlencoefficienten von - schreiten in der Rdhe 

n 

der geraden Zahlen fort^ und es schliefst die vorstehende 

Reihe, wenn eben dieser ZahlencoefBcient das n übersteigt 



/i 



§. 42. 
(a + bx»)» • 



8 



d5 






«z 



n— 1 r fa 



(a+bx»)« 

x8x 
(a+bx«)a 

(a+bx»)a 

x™Jx 
(a+bx»)a 

x"-ifa 



na(a+bx") an 



I f öx 

ya+bx«- 



r2 



11—2 r x8x 



na(a+ bx") an j a+ bx" * 
x3 . n— 3 PxHx 



■ß 



na(a+bx") an 






x™+l , n— m— 1 r x^8x 
+ - 



na(a+bx") 
1 



na 






(a+bx»)a 



nb(a+bx»)' 



§. 43. 



ix 



y x"»(a + bx») ' 

Jx(a+bx") na ° V X" y 

y * ix _ l h rx^-ggx 
x«(a+bx»»)~ ax sT/a+lbxö"* 

y * 8x 1__^ rx'-gfa 
x»(a+bx») 2ax« ~ aja -|- bx» 



y * gx 1 b^ rx^'-^Sx 
x4(a+bxn) ~ 3äx8 äT/a + bx» ' 

y ^ ^x _ _ 1 b rx»-""*x 

x^Ca+bx"») ~ (m — l)ax«- 1 aja + bx» ' 



§. 44, 



y * x" jx x™->»+i a /*x"-Mx 

a + bx«» ~ (m — n + l)b "" bj a +, bx-^ * 



^m— n-fil 



(m — n+l)a 
(a+bx«»)« ~ (m— 2n + l)b(a + bx^ ~ (m— 2n + l)b 

x^-^ffx 
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y ' x»fa ^ i»-"-»-! (m— n+l)a 

(a+bx»)8 "^ (m— 3n +l)b(a+bx»)a (m— 3n +l)b 

y * x°>~°Jx 
(a + bx»)s* 
/ * x»fa _ ' ^"^^ ' (m^n+l)a 

(a+bx»)P (m— pn+l)b(a+bx'»)P-i (m— pn+l)b 

y » x°>~°ax 
(a+bx«)P* 
y gx ^ 1 b i ^ H 
x«»(a + bx») (m— l)ax"^-i aj x°»-°(a +bx") * 
y " fa _ 1 (m+n~l)b 
x™(a+bx")«~ (m— l)ax™-i(a+bx") (m— l)a 

y gx • 

x™-"(a + bx"»)« ' 
y fa 1 (m+2n— l)b 
x^Ca+bx»»)» ~ (m— l)ax™-i(a+bx»)« (m— l)a 

y gx 
x""-n(a + bx°)8 ' 
y fa 1 (m+np . 
x»(a+bx«»)P (ra— l)ax™-i(a+bx°)P-i (m ' 

, -^n— l)br gx 

: — l)a J x™ -»(a + bx°)P ' 

§. 45. 

(a+x)(b+x)(c+dx) • 
/(a+xXb+x) = b=i '"8"* (s+i)' 
y(a + x)a(b + x) ~" (a — b)(a + x) ^ (a — b)» 

/ • 3x __ _ 1 ( 1 _l_.l 2 

J(a+i)«(b+x)a~ (a— b)«ja+x"'"b+xj (a-b)^ 



y(a + x)(b + x)(c + x) — (a — b)(c — b *'*^* ^ "*" 

+ (b-aHc-a) ^' (» + ''> + (b-c)\a-c) 

lognt (c + X), 

/(a+^Ux) = a4b {« io«"Ua+x)-b lognt (b+x) ^ 

y' xJx a b 

(a + x)»(b + 1) — ~ (a_b)(a + x)~(a — b)» 

(a+x)«(b+x)« — (a—b)« (b + X "^ a+xj "** (a— b)» 

/(.+.)(b+.')(c+.) = - (— b)(c-.) "»«»t (b + .) 

lognt (c + x) — 



(b — c)(a — c) o V • / (b— a)(c— u) 

lognt (a + x), 

/(a+x»Vx) = P=-a I '°8"* F^ri) + '/^j- 

y fa i_j r^__ r fa ■ 
(a+x«)(b+xa) — b— aya+x« ^b+x 

(a+x»)(b+x)^ = (^iW r "'«"* W- + <'*-''> 



a+x 



1 



* , (a+ba)(b+x)- 



y (a+x')(b+x) = a+P f •"«"* Vp^ + V^rr^j- 

/ • xfa 1 , , /' a + x« ^ 

J (a+x«)(b+x») ~ 2(b — a) "*^^ Vb + x^J' 

y,(a+x«)(b+x)»-(a + b«)»| 2 ^ a + x 
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Integrale trigonometrischQr Funetioneh. 

§. 46. 



ß 



sin '^9> ^9« 
sin ^g>Sq> == q>. 



/sin q)äq> = — cos 9. 



/ 



1 sio ^qfiq> — — 5 sin y cos 9 + ^ g?. 

yl ; 2 

sin ^q>9ip == -^ — o sin ^y cos q> — 5 cos qp. 

* 1 1.3 

sin ^q>8ip = — r- sin '9 cos 9» — q~T '*!'* 9 ^®' 9 

,1.3 

+ 274 9'- 

Isin *9>59 == — ^ sin ^9> cos 9 -^ ^ * » sin ^9) cos g> 

*. 2.4 * 

y» X 1.5' 

sin •9J9 = — ^ sin *qp cos 9, — : ^ ' a sin ^q> cos 9 

1.3.5 . , 1.3.5 

-27476 '"'9>cOB9 + 274^9. ' 

etc. 
Isin "9^9 = sin "—19 cos 9 + -^ — /s»o """^9^9 



'j 



/cos ^9^9 = 9, 



§. 47. 

/cos '^999« 



.1 



> 



el 






COS ip8q> =8in<pt 



1 . ^1 

2 . 



y* JL\ — — "2 

cos ^q>Sq> =i ^ am q) cos ^qf ^-Atanq), 



cos *9Ä9? = jsin 9 cos »9 + ^-^ sm 9} cos 97 + ^—j g?» 

1 1.4 . 2,4 

cos »9Ä9 =y sin 9) cos *9 + =— g sin 9 cos «9 + -^—^ 

sin 9. 
cos ^q>iq) ^=7 »in 9 cos »9 + j-g 8"» 9^« 'v + o ^^ ^ 

^1.8.5 
sin 9 cos 9 + 274-g 9- 



/cos '91)9 = —sin 9 cos "-'9 + -: — /c 



cos 



9^9* 



§.48. 

/ 

/sin "'9 cos 9^9^ /sin 9 cos "9J9. 
/sin 9 cos 9^9 ;=: ^sin ^9. 

tarn ^9 cos 9^9 s= q-sin '9. 

y. 1 . 

sin '■9 cos 9^9 = — — j sin "•+^9. 

Irin 9 cos ^9^9 = — 5 cos ^9. 
/sin 9 cos '9^9 = — jco* *9>. 
f sin 9 cos "959 == ^— j cos "+^9. 



§. 49. 



' Ism^tp cos ^i^qi, 

/X 
sin tp cos ^tfAfp = — Q^* '^* 

/■ 



sin ^tp cos '9^9 £= -^ rin '9 cos 9 — ^ sin 9 cos,g> + « ^^ 
an >g) cos ^9^9 = ^sin ^<p cos 9 — |7 sin ^q> cos 9 



/• 



2 

— jg^coag?. 

1 1 • 

sin ^9 cos ^9^9 = ^sin ^9 cos 9 — 5^ ^''^ ^9^ ^^ 9 

1 . ^1 

— Ig sm 9 cos 9 + jg 9. 

yl . 1 

sin ^9 cos '989 ss-s-sin ^9 cos 9 — qE ^ ^9 cos 9 

4 . _ 8 



— 57vc sin •© cos m — 
105 ■ 

=s ^ sm ^9 cos 9 r^ 



105 



cos 9« 



/sin ^9 cos ^9^9 = ^ sin ^9 cos 9 — n sin ^9 cos 9 

5 5 5 

~ I92 *"* ^^ cos 9 — j^sin 9 cos 9 + jgg 9. 

sin "9 cos ^989 = ' ^ an »+I9 cos 9 + — — g 



/■ 



/■ 



sin ^tpSip. 



ß 



5. 50. 
sin "'9 cos '989. 



/i 1 2 . 

sin '9 cos '9Ä9 = X ^^^ ^^ ®*" '9 + 75 8"* '9^' 

-sin *9 cos *9 + « sin *9. 



iMü^g) cos ^9^9 



6 



12 



/l 2 

sin *q) cos ^q>8<p = » sitt ^9) cot *^ + -q^ sin ^9. 

: g sin «qp cos *g> + öt^wi «9. 



Isin ^g> cos '^^9 
/sin ^q> cos '9)^9 



1 2 

^naTg) cos ^9 + ^ sin ^9. 



/l 2 
sio "9 cos '9^9 = — r-5 sin "»+I9 cos "9 + r-s 
m + o m + «J 



/ 



sin "^9 cos 9^9. 



§. 51. 



/sin "'9 cos ^9^9. 



/' ' 1 1 

sin ^9 cos ^9^9 = ^sjin '9 cos '9 + ^ ^n ^9 co' V 

1 , .1 

— jA ^^^9 ^^8 9 + fg 9^' 

/• • 1 3 

sin '9 cos *9J9 == -b sin *9 cos '9 — öf sin *9 cos 9 



1 . 2 

+ q^ sin *9 cos 9 + ^ cos 9. 



/• 



.1 1 

sin *9 cos ^9^9 = ^sin *9 cos '9 + ts sin ^9 cos 9 

1' 8 «3 

— S »"* ^9> c<>s 9 — tö5 s>ß 9 <^os 9 + ;,^ 9, 
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128 



128^- 



/' ^ 1 . 1 

sin ^9 cos ^9^9 = ^ sin ^9 cos Sgj -j- — - sin ^9 cos 9 



1 . 



4 . 



— T^ sin ^^ cos 9> — si^ sin^^» cos ip. 



8 

gjgCOSy. 



/• 



1 8 

sin ^9 cos ^9^9 ==* TTrsin ^9 cos '9 + qa *'** ^9 ^^* 9 

~ I6Ö "" *" *^**' 9» — j^ »« '9> CO» 9> — 256 



sin g> cos 9» + 5^ tp. 
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/sin™g) cos* 



1 3 

wScp = r— r sin "+lg) cos 3© H -—r 

^^m + 4 ^ ^m + 4 

sin ^ip cos ^9^9). 



> 



§. 52. 



/ 



sin "g) cos ^tpScp. 



f sin ^9> cos '9)^91 = 



1 * 4 

-=- sin »y cos *9> + -gK *'" 'V *<•• 9 



+ 



8 



105 



sin 'q>. 



/ sin ^<p cos 'gjjy 



1 • 4 



3. 



Isin 4^ cos ^qiStp = 



sin *g? cos *9» + TS «'O *9' cos "tp 

+ 24 «"• 9'- 

1 4 

-5 sin *g> cos *?> + ^5 sm »91 cos "y 



/sin '9 



1^ . 
10 
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. 8 . . 
+ 3l5 ""' 9'- 

1 . 



cos »ydg) = :^ sin «9 cos «qj + ^ sin «y. cos «g» 



+ 4 '^ •«'• 



1^ 
11 



cos »yäy = Yi 8*"» '^9' c"" fV + qq **" ^^9* *^°' *^ 



4^ . 
99 

8 



•4- TT^rs sin ^CP« 
^693 . ^ 



/sin "9 cos • 



1 . * 

^^^^ ='^^p3 «**^ "^'9» cos ^q> + ^^^-jjrs 



/■ 



sin "g» cos ^yä^j. 



9 
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■ 1 

/• 1 5 . 

sin *9 cos ^g>Sq) = ^ sin *q> cos *9 + -^ sin *g) cos 'y 

5 5 5 

+ g^ sin »9 cos 9 — j^sin gj cos g? + jgg 9. 

/l 5 . - 

sin ^«p cos •9Ä9 == rg- sin *g» co» *9 + g« wo 9> ^^s •gj 

1 1* 2 

— of *"^ *<P ^^^ 9 + ß5 '"* *g) co«9) + gg^*^' ^' 

/• 1 1 . 

I sin *9 cos ^gpilg) = ^r sin *g> cos *9> + fs •i*^ *9 cos 'g> 

1,1 3 

+ gj sin «9 cos g) + 1^ sin »9 cos 9 — ^^ sin 9 

/l^ 5 

sin ^9 cos ^ipSq> = W sin '9 cos ^9 + ,qq ^^i> *9 ^^^ '9> 

5 14 

+ 231 •^'* *9> CO» 9> — 23Y *"^ *9 cos 9 — gg^ sin «9 

8 
cos 9 — gga cos 9. 

/l . 1 . 

sin ^9 cos ^qf8q> = -^ sin ^9 cos ^9 + 57 sin ^9 cos '9 

115 

+ g4 «« ^9> CO» 9 — ^«n »9 cos 9 — jggg sin »9 

5 5 

^'^ "■ 1024.*"*^^ ^^*^ + 1024^- 

y» 1*5 
sin "9 cos »9^9 .=?= — r— 3 sin "+*9 cos *© H —-5 
^ ^^ m+o ^ ^m+6 

/sin "9 cos ^9^9. 



0# 



f 



f. 54. 
'sin -9 cos VV = iiT+TI "" "■^*'' ~' "'*'* "^ S^ 



/■ 



/' 



sin ^(p cos """^yj^. 

sin «9 cos »fiPÄcp = - ^:p;j «a ""-^<P eis »+»9 + ^ 

'— *m CO» "yäqp. 



/sin ™~«g) 



Die zwei vorstehenden Formeln gelten, es mögen m 
und n ganze oder gebrochene, positive oder negative Zah- 
len Bdn. 



§. 55. 



/ 



6q> 



sm "9 



/8(p ' 
sin 9 



*^ = lognttg| 



/* Sq> cos (p 

Sg) 2 8m*9> ^ * 



sm ^9 



Sq, cosy 2 cos y 

ib^~""3sin*9 Ssing? 



3cos5P_ , S . ^..^2 



#j5L.^_-i2L?_^|i2^ + J lognttg |. 

Jsm»g> 48in*9) Ssm«?. ö * 

/► i0 cosy 4cosy Scosy 

ri^^ — ösin»?» 15 sin 89 15 sin 9) * 

/.«y 1 _coM^ ii«:::2 rh., 

J^^^'~"^-t «in—V^m-l^sin—'g» 



§ 56, 

Sq> 

CO« "9) 



cos *9 cos 9 * ' 

rj^ _ «1^ + 1 , t tg ("450 + 1). 

J cos^q) 2 cos 2g) 2 V. 2y 

y' ^^''^ _ _ sin g) 2 sin (p 

cos *9 3 cos ^cp 3 cos cp * 

y cos «9, — 4 cos V + 8 cos 2,) + 8 '"^^ *^ V*^ + 2 J ' 

y* dg> sin g> 4 sin g> 8 sin <p 

cos O9? 5 cos *9 15 cos ^(p 15 cos 9 ' 
y* dtp 1 sin <p n — 2 p dq) 

cos^q> n — 1 co8^''^^q> n — lJcos^^^q>' 



/. 



§. 57. 

J sin ™9 cos q> ' 
Sq> 



sm (p cos 9) 



=: lognt tg qf. 



f Z*» =-J- + iog?.t tg (450 +1). 

J sm *9 cos 9 . sin g? ^ V 2^ 



+ lognt tg q) 



sin ^q> cos 9 2 sin ^g? 

r ■/" — öA— .i-+lognt<sr450H-|>. 
^sm^gjcosg) osm^g) sing) V . 2>^ 



y sin *g) cos g) 4 sin' *g) 2 sin ^g? 

£g) 111 



+ lognt tg q>. 



fi 



sin ^q) cos g? 5 sin ^q> 3 sin ^q> sin g> 

+ lognt tg (450 + 1). 



J sm'^q) coji 9 m — 1 sin """"ig) J sm ^''^q) cos q> ' 



§. 58. 



f- 

J sin ™9? cos ^q> ' 

A— ^- = -i- + lognttg|. 
J Sin g> cos -^tp cos q) Z 

f itp 1 p Cosy 

J sin ^(p cos ^9? sin 9 cos 9 sin 9; ' 

y* Sq> 1 3 cos y 3 f^ 5[ 

sin ^g? cos ^^ sin *g? cos q> 2 sin ^9> 2 2' 

P Sq> 14 cos g> 8 cos 9 

/ sin *g) cos ^(p ^^ sin ^g) cos 9? 3 sin ^g) 3 sin 9 * 

y^ ö(p 1 5 cos (p 15 cos q) 

sin ^9 cos ^9> sin *9 cos 9) 4sin^g) 8 sin * 9 

15 , q> ' 

+ g- lognt tg ^ . 

/* ^9 . 1 6 cos <p 8 cos g> 

sin ®9? cos 29) sin ^9) cos 9 5 sin ^9> 5 sin ^q> 

16 cos g) 
5 sin 9) 

y sin ™9) cos ^tp sin ™— 19) cos 9) ^-sin ™9> ' 

f S(p _ 1 1 . 

y sin "9) cos ^cp m — 1 sin "— ly cos y m 

f ~ Sy 

yfein^-äycos^y' 



— 1 



J sin ™9? 



§. 59. 

£9 



cos ^q> 



h 



Sq) 



sin q> cos '9 2 cos ^q> 



+ lognt tg 9?. 
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y' 8(p 1 3 3/" 

»In »9 ^s 3y = i w, y CO. »,, ^Sä^ + 2 '"8nttg |^45» 

sin »9 cos »9 ~ 2 sin «9 cos «9 5^ + Slognt tg tp. 

y8q> 1 5 5 

sin ^q> cos '^ 2 sin 'qp cos ^^-'^ 6 sin ^g) 2 sin q> 



♦•t 



y8<p 1 . *f^ 3 3 

sin •g) cos »9 2sin'*g>cos »g^l^, 4sin*g) 2 sin ^9 

f ^ Slognttg^. 

r ^y ^ 1 F y 7 7_ 

y sin «9 cos 89 2 sin »9) cos «yjf^ 10 sin «9 6 sin ^<p 
-24^ + l'»ent\g (450 + 0. 

sin "9 cos *9 



*5^ ^ 1 ^ Ij m + 1 

2 * sin ™--i^ cos *9 2 






J sm^g) cos 9* 



Ä5P 1 1 m + 1 

cos 89 m — 1 sin °*~i^ cos «9 "'" m — 1 

^9 



Jsan^- 



^9 cos ^9 



§. 60. 



f gy 

j . ysin"*9 cos*9' 

? r gy ^ 1 1 ^^ 9 

y sin 9 cos 49 3 cos 89 cos 9 ^^° ^^* 

f S(p _ ^- I __* 8 cos 9 

y sin «9 cos *9 38in9 cos »9 "^ 3 sin 9 cos 9 3 sin 9* 
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/* *9 1 . 5 5 cos y 

»in»9C0s*9~ 38m»g> cos ^^ "*" fifm^q>cos(p^ 2em^q> 

5 , CD 

+ gl0gllttg|. 

y gy _ 1 . 2 8cosy 

sia *9 cos *g) S sin *9) cos ^9 ' sin »9 cos 9 3 sin ^q> 

16 cos 9 
3 sin 9 ' 

yJ9 _^ 1 7 35 cos 9 

sin ^9 cos ^9 3sin*9Cos89 3sin*9COS9 128in^9 

35 cos 9 . 35 , ^ ^ 9 
-- ß-7-2^ + o- lognt tg l". 
o sin ^90 Z 

y^ Scp 1 ' 16 cos 9 64 cos 9 

sin ^9 cos ^9 3 sin *9 cos »9 5 sin ^9 15 sin '9 

128 cos 9 
15 sin 9 

y > 8(p _1 1 m+2 r ig) 
sin'™9Cos^9 S* sin™~i9Cos39"*" 3- J sm'^q)C08^g>' 
/ > ^9 1_ 1 , m+_2 

sin >"9 cos ^9 m — l * sin "»-19 cos ^9 m — 1 

sin ""29 cos *9 * 



8. 61. 

Sg) 



h 



/ \ Stp _ 1 , L_ 4. lognt tg 9. 

sin 9 cosfi9~4cos49^2cos29^ ^ ^^ 

r ^9 ^ 1 I ^ ^^ 

/sin*9C0S*9 4 sin 9 cos ^9 8 sin 9 cos «qp 8sin9 



/i 



+ ^ lognt tg (45« + I). 

ig, 1 8 3_ 

sin ^g>eos »9 4sin*qpcos*9 4«ia*g)C08*g> 8in*9> 

+ 8 lognt tg q>. 
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f 9'P ^ 1 , 7 _g5_ 

f <y _ 1 1 8_ 

y sin *9 COS *g) 4 sin *9> cos *g> ~ sin ^(p cos «g, 2sin *g) 

3 

y ' tfy _ 1 9 27 

sin «9 cos»9) Atkfiq)Vis*<p ^läa^tpcoi^tp l6siä*m 

27 , 27, 

y»in'»9>cose9j 4'sm"«-ig,cos*g>"^ 4 ysin^ycossg)* 

/• ■ '^'P = 1 1 ., m+3 

J s»n "*9 COS *9) m — 1 * sin "»-i^? cos ^g) "^ xn 1 



J sin ™-: 



2g) cos ^g> 



/^ 



§: 62. 



sm °*9> cos ög) 

y 3y 1 1 

sin 9, cos «9 ~ S^^TS^ + 2^^^ + ^^^'^^ *^ ^- 



f. 



<y<)? ^ 1 , 3 

+ 



sin ^q> cos «g? 5 sin g) cos *g? 5 sin gj'cos ^g, 5 sin g? 

. +1 lognt tg (450 + 1). 

f ^^ = __1_4.__J__ 1^ 

J sin ^(p cos «g> 5sinagjcos«9 ~10sinag)cos2g) ösin^y 

+ -g- lognt tg ff. 

_gy__ _ 1 ' 4 4 

sin 49 cos «g) 5sin »g? cos «g) "*" 5 sin 3g) cos^g? ~ 3^nV 



/ 
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f. ?? \ , i_^?_ 

07 OT 



27 , 27 , 



r «£ - ^ 1 , 1 7 

J sm «g) cos Ö9, 5 sin «9 cos »9»^ sin »m cos «g» 5lta»i 

7 7 ^ 

— .. ■ : 1- 7 lognt tg ( 450 + ^Jij 

ö sin 3g> sin 9) * ^ V T 2^' 

ysin-Vcosey 5 "sin »-ig, cos" 9,"^ 5 J^'^tpcos'q,- 

f !5L_^=, L_ 1 ■ m4.4 

J sin ""g» cos «g> m — 1 * sin «>-ig) cos »g> "^ 



/^ 



sin »-«9 cos *9 ' 



/^ ^ = lognt sec €p. 
cos g) ^ ^ 

y cos '9 2 ^ 

/sin *g>Äg) 1 . „ 
cos *g) a ^ 



§. 63. 

sin ^q)Sg> 
cos'^g? 



cos^y ~n — 1 ^ ^ 



ysin^y^y^ l_sin'«-ig,+ / ^^'"""^9>^y 

J cos g> m — 1 J cos 9> 

/*sin ™g)^(p 1 sin ™-i(p tn — 1 /'sin ™— 



cos ^9 



/ sin ™y^y 1 sin ™-i(p tn— 1 f 

cos ^9 m — 2 cos 9 "'"ni — 2^" 

/sin^mÄm sin°»+ig) A 
^-^ == — m /sin ^w8cp. 
cos 2g, cos 9 y . ^ 

/ sin "y ^y 1 sin^^^y m— 1 rsin "-«yjy 

cos >y ""* m — 3 cos 2y "'"m — 3j cos ^y ' 

10 
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/ 
/ 
j 
f 
f 
I 
f 
I 



€08 *9 

sin "g) J<p 

cos *g) 
sin ^g>8(p 

cos ^(p 
sin ^q>Sq> 

cos *qp 
sin "*^5^ 

cos •^ 
sin ^q>Sq) 

cos •g) 
sin ™qp5(p 

cos *9) 
sin ^cp8(p 

co3^q) 
sin 1097^9) 

cos "g? 



1 sin "+i^ m — 1 /*8i 

1 sin ™"-igp m- 



sin ™<p j<p 



cos 97 
m — 1, /•sin 



m — 4 cos 'y 
1 sin 'P+iy in-.2 / *sin ""ygy 



i/ 



'"~2(jpJ<j|^ 



m — 4 J cos *y 



3 cos '9 
1 sin 



-/ 



cos ^9 



1 sin™~ig> m — 1 /'sin ™""2g?Äg) 

m — 5 cos *gp m— 5 y cos ög> 

_ 1 sin °^iy m-^S rsin '^(p8<p 
4 cos ^(f ^ J cos '9 

1 sin™— 19 m — 1 P sm^"^ q>8g> 

m — 6 cos *op m — 6 / cos *m 



— 1 /•sin™—«g>Äg> 
— üj cos *g> 



1 sin "»+I9 m— 4 rsin ™<p^(p 

5 cos< *9 5 y ^^^ *y 

1 sin™-i(p m — 1 / *sin "-gyffqp 
m — n cos'^—ig) m — n^ cos "9 
1 sin ™+i9 m— n+2 rsin ^(p8g> 



m — n cos - *9 . m — n j < 

1 sin^+iqp .m — n+2 /'sin 

i — 1 cos°""*9 n — 1 J cos 



n— 2 



9 



§. 64. 

cos ^<p8q> 



/ 



cos ^g>8q> 1 



sin™9 



sm 9 
cos "9^9 



- 



*~*9d9 



sin 9 



sin *9 



cos "959 1 cos 



sin ^9 
cos "9^9 

sin 3 9 

sin ''9^9 

sin ^9 

cos "9Ä9 

sin *9 
cos "9&P 

sin ^9 



n— 1 

cos °+^ y n r „ . 

: =r fCOS"909. 

sm 9 1 y ^ 

n — 1 fcos ^^^^8ip 



-K 



sin ^9> 



n — 2 sin 9 „ — « - „.„ y, 
1 cos »+19 n — 1 /•cos "9Ä9 



sin *9 



n— 1 r< 

n-2y"' 

1 cos"-i9 n — 1 /*< 
— 3 sin ^9 n— 3 y 
1 cos "^+19 n — 2 rc 
3 sin ^9 S J ^ 

1 cos'*^*9 n — 1 /*< 

n— 4 sin »9 '*"n— 4^" 



sin 9 
cos ^"^^Stp 



X»n *9 
cos 



»-29^9 



sin ^9 



4U 



f 
f 
S 
J 

J- 



COS ^g>Sq> 1 C08"+*g7 n— 3 /*cos "(pÄg) 



Sin ^9 
cos *q)Sq> 

am^qf 
cos "y ^(p 

sin ^g> 
cos ^g}öq) 



4' 



sm '*9 



'/ 



sm ^q) 



1 cos»-*g) n — 1 / *co8"""^yJy 

n — 5 sin *9) n — 5^ sin *g> 

1 cos "+ig) n — 4 Pcoa.^q>6(p 
5 * sin *9 ^ y ^'° ^9^ 



cos 



sin ^g> 
cos ^q>8q> 

sin™9) 
cos "qp Jg? 

sinmy 



^^^ip n— 1 /»cos 
a öqo n — 6 / s 



n— 2 



g)^<p 



sm ^g} 



n — 6 sin *( 

1 cos n+^<p n+2— m /'cos "gjjgp 
m — 1 sin"»— ^9 m — 1 J sin ™— «qp* 

1 cos **— ^<p n — 1 Pco8^'-^g)d(p 
a — m sin"""^g> n — m^ sin "9 



§. 65. 



sin ^g) cos g>dq>. 



/sin q> cos q)S(p == — -r cos 2qp. 

/sin ^q> cos 9^9 = — 4 I3 *™ ^9^ — ^^^ ^\ 

/sin ^q> cos yjy = ^ j^ cos 4g) — cos 2gp|. 

/idn *g) cos g)Sg> = =^ |^ sin 69 — sin 89) + 2 sin yj. 

hm^cpcostpdg):^ — gg ]g cos 69 — cos 4g> + g-cos 2g)|. 

I sin^g) cos (p5<p= — «Zi7 **^ ''^ — ^^'^ 5g) + 3 sin 3g) 



/sin ^g) cos g)Jg) = 



i_a 

128 



— 5 sin ip\. 

7 



(1 * 

1^ cos 8^ — cos 6y + g cos 4^» 

— 7 cos Syj. 
10* 



lO 



f sia ^q> cos g>6g> = 



2ggLsm9(p — sin 79 + 4 sin öq? 

28 , 



^sin 3qp + 14 sin g>J. 



/• 



§. 66. 



sin ^q) cos ^q>dq>. 



cos ^yiy = — g- Jj sin 4^ — ip\. 



/sin ^9) 

/sin •g) cos *9?Ä(gp == fH ]^ ^^^ 5g) — ^ cos Stp — 2cos q> \ . 

/sin *g) cos *g)Jg) ^^^ qo jß ^^^ ^ 9 — 5 ^"* ^9^ 



— s *"* 2g> 



+ %>. 

/sin •g) cos ^yÄy = — ^yf^^^'^^ — "K ^^^^^ "l" a cos 3g) 

+ 5 cos gA . 

/• 1 (1 ' 2 

sin •g? cos *g?Äg) =: — j^ fe sin 8g) — q sin 6g) + sin 4^ 

+ 2 sin 2g) —^ 5g) 1 . 

Ism ''y cos 2g)Äg) = 5^ Iq cos 9g) — s cos 7g) + ^ cos Sg) 

— 14 cos g)>, 

/sin ®g)cos ^q>dq> = ^?ö|to™^^^ — jsin8g)"4- -^sinög) 

— 2 sin 4g) — 7 sin 2g) + 14 g)}. 
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§. 67. 
/sin "y cos ^q>i<p. 

M sin ^<p cos ^q)Sg> = — ^g \r ^^^^ ^9 + 5 ®"^ ^9^ — ^ ^"* ^'r 

/ sm ^q> cos ^q&äg) == öö ]ä ^^^ ^9^ — 2 ^^* ^9^r 

y% 1 (1 1 . . 

sin *9 cos 8g?Äg) — «4)7 ^^ ^9^ — g sin 5g? - — sin 3g) 

+ 3 sin 9|. 
/sin *g? cos ^g^äg? = — __)_<os8g) — g^ cos 6g) — 5 cos4g) 

-{- 3sin2g)\. 
/sin ögj cos 8g>Äg> = — o^ iQ ^^ ^^ — ä sin 7g) + « sin 3g) 

— 6sing)L 
/sin ^9 cos 8yjy = _-;-_sin 10g) — ^5 cos 8g) + ^ COS69P 

+ 2 cos 4g) — 7 cos 2g)[. 

1(1 5 

cos ^q>8q> = TivSi {tt sin II9 — ^ sin 9g) 4* sin 7g) 



1 (1 



, /sin «9 



22 ) 

+ sin 69 q- sin 39 + 14 sin 9J. 



/ 



§. 68. 
sin ™9 cos *9ä9. 



/sin *9 cos ^959 == — öolß sin 69 + 5 sin 49 — 5 sin 29 

-2J. 



78 



/sin ^(p cos ^q>Sq> = ätIt ^^* 79 + -? cos S^» — cos 3^ 



3 cos <pl. 



/ski ^(p cos *9Jg) =2= i^Q W ™ ^^ — ^^ A(p + 3f\. 

/sin *g) cos ^q>8q> = — 9^\q 8»» 9g) — ^ cosTg) — -^ cos5g) 

+ ^ cos Sgo + 6 cos m- 
/sin •y cos ^9^9 = — RTfölio ^^^^^9 — -^sanSq) — ^ sm6<p 

+ 2sm4^ + «in 2g) — 6q)}. 
/sin ^9) cos *9)Jg) = j^ | jj 



cos ll(p — s- cos 9q> 



— TaC0s7g)+ ^cos5y — 2cos39) — 14cos9)t. 

y» 1(1 2 

sin ^q> cos *g)Ä9) = ^qä^ \ To '*"'* ^^9^ — 5 ^ ^^9 

1 17 

+ 2 8ia8g> + 2 sin 690 — rr- sin 4g) — 4 sin 2^ 



+ 149.. 



§. 69. 

sin "q) cos *q)5q>- 



/sin ®9 cos *g)f9 = — ßT<Tj »u» 7g) + ^ sin 5g) + 3 sin 3g) 



— 5 sin g)). 



Isin 3g) cos ^9^9 = jogig cos 8g) + 5 cos 6g) — 5Cos4g) 



— 3cos2g)\. 



ffCF 



/sia *y cos ^fpiip ,=: 5« }^ sm9q> + s am7q> — ^nm 5ip 

— sr sia 3^) + 6 sin 9 J . 

• 1(1 5 

sin *g) cos ^g)S(p = — fts { Tjt cos IO9? — ^ cos 69? 

+ 5 cos 2g)J. 



/ 



/ 



1(1 1 

sin *9 cos ^g>Sq> = — Tfiol { TT *"* '^^^ — 5 sin Oy 



— B sin 7g) + sin 5(p -|- «ä- sin 3q> — 10 sin 9 ) . 



/■ 



sin ^9> cos ^q)8q> == 



2048)12 



j^ cos 12qp — ^ cos IO9 



15 5 ) 

— g cosSg) + jT cosOg) + j cos 4g) — 10 cos 2g) J . 



/ 



sin ®g) cos ^q>8g> = 



4096 ) 13 



1 . 3 

sin 13g) — srr sin 11g) 



— ^ sin 9g) + 2 sin 7g) 



11 

sin 5g) s- sin 5g) 

+ 20 sin 9)1. 



/• 



§. 70. 

sin ™g) cos •g)^^. 



/ 



sin *g) cos •g^Jg) == — 



/■ 



sin 3g» cos ^^g? 3= 



j^ j g sin 8y + j sin 69 
-jr sin 4g) — 2 sin 2g) — 5g)}. 



1 3 

Q- cos 9g) + Y ^®* ^9 

— ^ ces 3g) — 6 cos g) ^ . 



70 






y \ ^. _ ^ ?-4.?lo « C45« 

ata^ipbot'ip 3siii9.cos*9> • Ssing) 2 ™ °V 

+0- 

Ji\a »g> cos »9» ~ 2 sin «9» cos *q>~ 5^ "*" ^ '°*^* *S ''• 

y' «9» 1 5 5 

8in^9>cos'9> 2sin '^cos^^-*!. 6010^^ 2 sin 9 

r 8(p 1 . y^ 3 3 

J am •g) cos *9 2 sin ^ip cos ^^ 1^ 4 sin ^g) 2 sin ^9» 

V !f|- 3 lognt tg 9. 

fj9__^ 1 r ;- 7 7_ 

y sin »9» cos »9» 2 sin •91 cos ^(p[^ 10 sin *9> 6 sin 'y 

/ ^y _ 1 ^ t^ , m + 1 

sin "qp cos 3ig() 2 * sin "^hp cos «^ 



ysin»9> 



ysin"9> cosy 



«2 — ___! ?^ m + 1 

cos '9» m — 1 sin "^ij) cos *9) ni — 1 



^sin'»-a9»cos»9)" 



§. 60. 



f—22.— . 

. y sin ™9> cos *9> * 

ysin^cos^y 3 cos *y cos 9 0" g2^« 

Ä<P 1 , 4 Scosm 

sin ^9 cos ^9 Ssing> cos ^9 3 sin 9 cos 9 3 sin 9' 



/ 



71 



sin* 9 cos ^9) 



1 5 5 cos 9) 

38111 ^9> cos ^ip fifm^g>co8q> 2 sin ^9 

5 , w 

+ 2 lognt tg |. 

y gy 1 . ^ 2 8 cosy 

sin *9 cos ^q> 8 sin ^97 cos ^ 9 sin '9 cos 9 3 sin ^9) 

16 cos 9 
3 sin 9> 

y* Sw .17 35 cos q) 

sin ^97 COS ^9> 3sin^97Cos'9 osln^(pcoa<p. 128in^9 

35 cos (p . 35 , , , CD 

1 ' 16 cos 9) 64 cos 9> 

5 sin ^9 15 sin ^9 
128 cos 9) 
15sin9> 
m+2 f S(p 



yö<p 1 

sin ^9> cos ^9> 3 sm ^9 cos '9 



/ 



^9 



'IDm ^Aa 4. 



Sin "*9 cos *9 
sin "9 cos * 



■i 



1 1 



Jsia''(p 



9 



m — l ' sin ™~"i9 cos ^^ 

^9 



COS29' 
m + 2 



m 



/^ 



sin """^y COS *9 ' 



/. 



S. 61. 

A9 






39 



Sin 9 cos ^9 
^9 



sm ™9 cos ^9 

1 

+ 



15 



is 



sm »9 cos «»9 



1 I 5 

4 sin 9 cos ^9 8 sin 9 cos ^9 8 sin9 
+ ^lognttg (450 + 1). 



y sin '9 cos ^9 



4 sin ^9 cos ^9 4sin^9C08^9 sin ^9 

+ 3 lognt tg 9. 
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/L_j^. ^ i , 1 3 

y sin »9 cos »q» 48iii49cos49>~8iii49>cosS9> 2sm4m 

3 

y ' ^y _ 1 . 9 27 

sin'y cos»y 4Ha^q)coa*q) 881049)008*9) 16am*ip 

27 , 27, 

sin-^jcos«,) 4"sm'>'-»9,cos*9,"*" 4 J än'^ipcosaq,' 

/U-i2 = L_ . 1 , «n + 3 

y sm "9 cos »y m — 1 sin "-I9) cos *9 ^ m 1 

J sin "»-89, cos »g) * 

§: 62. . ' 



/V 

y sm™g)cos 6g) 

y jy 1 1 

r ^9> ^ i 3 __9_ 

y sin *g) cos 09 5 sin 9? cos öy "*" 5 sin y'cos ^(p 5 sin 9 

+ l lognt tg (450 + 1). 

f gy 1 , 7 i4_ 

Jsm^q)Cos^(p 55in2q0cos*g?"'"lOsinag>cos2g) ösin^gi 

+ -g- lognt tg 9. 

J sin 49 cos 09 5sin »9 cos «g» "*" ösin^g) cos ^ Ssin^g) 



+ ü^ + *l»8°ttg(45o + |). 
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ysin»9»cos«9 5sin*yco«*g) "*" 10sin*9)cos«9"'"20»in*fl> 

27 .27, 

/* *?^ - 1 ,1 7 

y SU» «y cog «g» 5siDS9)GosS9>~sin>9)COs3m 5sia<*m 

— «-:— 3 : V 7 lognt tg (450 + 1.^ 

o sin 39) sin 9 ^ ® V ~ 2^' 

f—^^—^ — l 1 ni+4 r^ tfy 

yßm>cose(p S'sin^-igjcosög)"*" 5 J sm^ipcos^g,' 



f ^-^—^ L. 1 , m + 4 

Ä^? 

sin "»-«9 cos *9 • 



/= 



/ 



§. 63. 

sin ^g)S(p 



/sin © Jo) , 
' — ^^—^ = lognt sec cp. 
cos 9 ^ 

y cos *9 2 ^ 

/sin ^g>8q> 1 . « 

/ sin "^-«y _ 1 ^_^ 

cos»y ~n — 1 ^ ^ 



ysinniygy^ lsin°'~iy+ r'''""'^^^ . 

J cos g> m — 1 y cos 9) 

/ sin "y Jy 1 sin "-^y m— 1 fsin ™-gydy 
cos ^9 m — 2 cos 9 ' m — 2 J cöT^y ' 

/sin^flpÄo) sin™+*g) f. „ , 
5-^ = — m Ism ^cp8q>. 
cos 2y cos 9 y . ^ 

/ sin ™y tf y 1 sin'P-iy m— 1 rsin ™-«y^y 

cos >y m — 3 cos *y m — 3j cos >y 



10 
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/ 
/ 

/ 
/ 

/ 
/ 



fin ^q>3q> 

cos ^q) 
sin ^g>Sq> 

cos *g? 
sin ^(pS(p 1 

cos *g? 
sin ^q>dg> 

cos ^g) 
sin ^8q> 

cos ^q) 
sin ™<)p5(p 

cos •cp 



1 sin "+ig) m — 1 /•si 

~2 cos «9 2y ■" 



sin ^q>8q> 



1 sin "*-i9) 



m — 4 cos 'g? 
1 sin ™+i<p m — 2 /•sin "g)5(p 
3 cos ^g) 
1 



cos 9 
m — 1, /•sin ™~2qpÄ<p 



2rsi 



ß 



cos *g(> 



sin™'^!^) m — 1 /* 
m — 5 cos 4 g) m— 5y 



cos 2g» 
m — 1 /*sin ™~«g?Ä<p 



m — '3 /'sin ™(pÄg) 



-/ 



cos '9 



m 



cos •g) 
sin "*g?5g> 

cos °g? 
sin in9>^g> 

cos "g) 



lsin™+ig) . 
4 cos ^<p 

1 

m — 6 cos *g? ■ m 
1 sin ™+ig) m— 4 /'sin ™<;p^g) 



cos ^9 



sin ™"~ ^ gj , m — 1 /* siö ™""« g)Äg) 
— — ^J cos •y 



lg) m— 4 JTi 



5 cos^ *g? 

1 sin™-"ig? 



+ 



m — n cos°""ig) ." m 



sin 



m+l 



cos *g) 



"-«g>ffg) 



9 



m 



n 



— 1 cos "-1 



9> 



__ _ cos "^g) 

1 — n+2 rsin™g)dg> 



--n+2 /W 
n — 1 J cos 



§. 64. 

*cos ^q)6q> 



J 
f 
f 
f 
f 
f 



cos ^q)8q> 



sm cp 
cos "g)5g) 

sin *g? 
cos "g^Äg) 

sin ^q) 
cos °g)ig? 



/cos "g)^g) 
sin°»g) \ 
l „ , , rcos »-2g)dqp 



cos°+^g> n /• „ - 

==: ; f CDS "g)ög> . 

sm 9 1 y ^ ^ 

1 cos**— lg? n — 1 /•' 

~n— 2 sing? "*%-i.2j 



'~gg?ay 



sin Bg? 
sin 'g?^g> 
sin ^9 
cos °g)ffg) 

sin ''g? 
cos ^cpöqf 

sin ^9 



1 cos "+ig? n — 1 /'cos "g?5g) 

2 sin *g? 2 y sin g? 

1 cos »-lg? n — 1 /»r— "— *- 

[^ sinv "*"n— sy" 



■-*g>*g> 



sin 3 9 
1 cos "^+1^0 n — 2 /•cos °g?^gi 



3 sin ^9 



g? n — 2 /•cos °g?^gi 
,> 3 J /in 2g? 

1 cos»— ^g? n — 1 r cos ^^^fpSip 

—4 sin »9 n— 4y sii 



n — 4 



sin'^^ 



1 



/- 



cos ^q>Sq^ 
sin ^q) 

cos *(pög) 
sin ^^ 

cos ^(p8g) 
sin ^g> 

cos "gj^g? 



sin ^q> 
cos ''^jg) 

sin™9 
cos ^(p8q) 



1 cos "H-ig^ D— 3 rcos ^g>8q> 

4 * sin ^q) 4 ^ sin 'gj 
1 cos^^-^g) n — 1 Pcos^^^ q>Sg> 

n — 5 sin *9 n — 5j sin *g) 

1 cos "+iqp n — 4 Pcos^^(pög> 

5 * sin *g) ^ ♦/ ^^° ^^^ 
1 cos ™"^ig) n— 1 /»cos "' 

n — 6 sin ^q> n — 6 / sin *g? 

r cos "+^(jp n-|-2— m /•cos "qpjgp 

m — 1 sin°»""^9 m — 1 J sin ™— 2qp* 

1 cos ^~~^(p n — 1 /'cos °— 2g)5<p 

n — m sin™"-^9> n — mj sin "9 



g>Sq> 



f' 



§. 65. 



sin ^<p cos 9^97. 



/sin 9 cos q>S(p = — j cos 2(p, 



— -j l^sin Btp — sin g){. 



/sin ^fp cos 97^9 = 

/sin ^g> cos 9Ä9 = ^ j^ cos 4(p — cos 2g?|. 

/sin *qp cos 9Äg> = =^ |^ sin 69 — sin 3g> + 2 sin g>L 

lm^(pco8q>dg)= — oo lg ^^^ ^V — ^^^ ^^ "'" 2 ^*^* ^^l 
rsm^q>cosg>8g)= — ßin ^^^ '^9 — ^^ 5g) + 3 sin 3g) 

— 5 sin g>v. 

/sin ^g> cos gjjg) = j^glft cos8g> — cos 6g) + ^ cos4gi 

— 7 cos 2g)|. 
10* 



7Ö 



/ sin ^q) cos q>8q> = 



^T^I^sinOgp — sin Tg) + 4 sin Ögp 
Q-sin 3qp + 14 sin g)f • 



/• 



§. 66. 



sin ^q) cos ^q>iq>. 



= — gH^""*^^ — 95- 



/sin ^g) cos ^g) jg) 

/sin *9 cos *9J(gp = r^ J^ cos btp — ^ cos %(p — 2cos tp \ 

/sin ^9 cos ?9)f^ 



= 32 6 '"^^^^ 



3 i»in 4g) 



— s sin 2(p 



+ 2g,J. 



y» 1 (1 3 1 

sin •g) cos *gjjg) = — ^yf co^Tg? — v cos5g) + ^ cos 3g) 

+ 5 cos g>s . 

y' 1 (1 ' 2 

sin ^tp cos *g?dgj == — i^g \s »n 8g) — « sin 69 + sin 4g) 

+ 2 sin 2g) —^ 5g) J. 

/sin ''g) cos *g)5g) == 5^ ?g cos 9g) — » cos 7g) + ^ cos btp 

— 14 cos g)>. 

/sin ®g) cos ^g)Jg) = cTsjfTvSinlOg) — jsin8g)""+ -^-sinöy 

— 2 sin 4g) — 7 sin 2g) + 14 g)}. 



77 



/ 



§. 67. 



cos ^q)äq> = — Tß 1^ ^^'^ ^^ "^ 8 ^^ ^^ — 2 sin g)J. 



"^ fti 17 ®'" ^^ — 5 "^° ^^ — *"* ^ 



/sin *g> 

Isia 3g) cos »^äy = 32 jß ^^^ ^9^ — 2 ^^* ^^i • 
/sin *9 cos 3g)jJg) ^^ 

+ 3 sin q>\* 

fsin «9 cos ^q>Sg> = — Iggll"^^*^^ — 3 cos 69 — g cos4g? 

4- 3 sin 29}) • 

/sin ^9> 



1 (1 



cos *W9> = — 256)9 "** ®9> — 7 sin 7g) + g sin 39 



— 6 sing)}. 



1 il in 1 

7 — sm Ulm — — 



Ain ^g) cos »gjÄg) = 5J2I1Ö®*" '^^ — 2 ^^* ®^ "^ 2 ^^® ^^ 

+ 2 cos 4g) — 7 cos 2g)|. 

^^ — — - )-^ sin 11g) — ^ sin 9g) + sin 7^ 



hm, «g) cos 8g)«g) = j^ jjj 



22 ) 

+ sin 5g). q- sin 3g) + 14 sin g)J- 



/■ 



§. 68. 

sin "9) coa *tpiq>. 



jm *9) cos «yjqo == — ^)g sin 6g) + ^ sin 4g) 



g sin 2g) 



-m- 



78 .1 

/sin ^9 CO« ^q)iq> = ^|- cos 7g> + -s cos bq) — cos 3d 

— 3 cos q>l. I 



1 (1 . 



3^1 



Iski ^(p cos ^q>5q> =s: |^ |g- sin Stp — sin A<p • 

/sin *g) cos ^^^Jg) = — 9^\q ^^^^9 ' — w cos7y — -^ cos5g> 

4 \ 

+ q cos 89) + 6 COS q)y 

/sin •y cos ^^iq> = — vTS iTft ®"*^^y — x^"*^9 — o s"*^^ 

+ 2 sin 4g9 + sin 29) — ög^J. 



/■ 



II9 — ^ cos 9g) 



sin ^<p cos *g)«g) = j^^ | jj a 

— TB cos 7g) + ^cosSqj — 2cos3g) — 14cosg)|. 



/■ 



^ 1(1 2 

sin «g) cos «g)Jg) = gg|g j j^ sin 12g) — g- sin 10g) 



+ j sin 8g) + 2 sin 6g> 



17 

tj- sin 4qp — 4 sin 2g) 

+ I4J. 



§. 69. 

/sin "g) cos •gjäg?. 
/sin *g) cos *g)Jg) = — • ^\ff sin 7g) + ^ sin 5g) + g «an 3g) 

— 5 sin gA. 
/sin 3g) cos *g)ffg) = |^ |g cos 8g) + «r ^o^ 6g) — 5 cos 4g) 

- — 3 cos 2g)). 



4V 



I sm *f> cos ^q>iq> ,=5 g« 1^ sin 9^ + «^ sin Tg) — ^sin 5y 

— sr sin 3g) + 6 sin 9 J • 

/• l t 1 5 

sin •g) cos ^q>Sg> = — yys l jjt cos IO9 — ^ cos 69 



+ 5 cos 8g) j. 



/ 



1(1 1 

sin *g) cos ^q>8q> = — TaqT { TT ®'ö H^ — 5 sin 9g) 

— s sin 7g) + sin 5<p -|- -^ sin 3g> — 10 sin g? t . 



/■ 



sin ^go cos ^g)^^ == 



2048)12 



j^ cos 12g) — ^ cos 10g) 



— 3 cosSg) + ^ cos6g) + j cos 4g) — 10 cos 2g> | . 



/ 



1(1. 3 

sin ®g) cos ^g)8g> = jTjqß < t« sin 13g) — fT ®"* ^^9 

2 25 
— ^ sin 9g> + 2 sin 7g) — sin 5g) 5- sin 3q> 

+ 20sing)(. 



/■ 



/ 



sin *g) cos *g)ffg) := — 



§. 70. 

sin ^q) cos *(pS(p. 
1 



/■ 



sin ^<p cos <^9dg) 



j2g . g sin 8y + 1^ sin 6y 
+ sin 4g) — 2 sin 2g) — 5g)J. 

Q- cos 9g) + y cos Itp 
- 5 cos 3g) — 6 cos g) > • 



ov 



/siii*9 cos •fpdq} = 5X2 j 10 ''"* ^^^ +4 *"* ®9> 

— 5 sin 6g9 — 2 sin 4g) + sin 2g) + 6gj | . 



'sin *g) cos ^q)8(p == — 



1 1 

^ cos llqp 4- ö c®* ^9^ 



9 



y*"" ^"^^ ^"^ 1Ö24 ) 11 

5 10 

— = cos 7g) — cos 5g) +' -q ^os 3g) + 10 cos g> 

y* 1(1 3 

sin «g) cos eg)«g) = — ^^^ j ^ ^in 12g) — ^ sin 8g) 

15 ] 

+ -j- sin 4g) — 10g)\. . 

sin ^g) cos •g)ag) = ^^ | j^ cos 13g) — j^ cos 11g) 

2 6 

— g- cos 9g) + =r cos 7g) + 3 cos 5g) — 5 cos 3g) 



/ 



-2Ö 



cosg) 



/■ 



1(1 1 

sin 8g) cos «g)Jg) = gjg^ j jj sin 14g? — ,g sin 12g) 

— 2 sin 10g) + gsin 8g) + gsin 6g) + — sin 4g) 

5 . 



5 ) 

— 2 sin 2g) + 20g)|. 



/• 



§. 71. 

sin ™q5 cos ''yjgj. 



/ 



sin ^<p cos ^g)äg) = — 



1 5 

g sin 9g) + y sin 7gi 
+ ^ sin 5g) — 14sing)L 
/sin 8g) cos rg^Scp = gjg | jg cos 10g) + ^ cos 8g> 

+ 5 cos 6g) — 2 cos 4g) — 7 cos 2g>\. 
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/■ 



sin *9 cos ^(pd(p = j^ | jj sin llg> + |j sin O^ 



1 . . 11 



— = sin 7^ ^ sin 5g) — 2 sin Sqp + 14 sin q>\. 



ß 



1 i 1 1 

sin ^q> cos ^g)3g) = — g^^g | 12 ^^® ^^^ "^ 5 *^®* ^^^ 

15 5 ' ) 

— 5 cos 8g),— Q cos 6g) + T cos 4g) + 10 cos 2g)J . 
2 o 4 J , 

y^in «g) cos r^pStp = — ^|^ | jg sin 13g) + jj sin 11g) 

H sin 9g) — » sin 7g) + 3 sin 5g) + 5 sin 3g) 

3 ' 

— 20sing)J. 

1(1 7 

/^in 7g) cos ^g)ag) = gjgg j 14 ^^^ ^*^ ~ lÖ ^^* ^^^ 



+ 5 cos Dg) — -g- cos Zg)\. 



/lin Bg) cos rq>Srp = _g^ j l5 «^ ^^9^ — 13 "^'^ ^^^ 

7 7 21 
— ;j^ sin 11g) + ^ sin 9g) + 3 sin 7g) g- sin 5g) 

35 . ) 
g- sin 3g) + 35 sin g)}. 



/■ 



§. 72. 

sin^g) cos ^g)dg?. 



/■ 



1(1 3 

sin 2g) cos 8g)Äg) =— 512 1 lü ^*" ^^"^ "*" 4 ^'" ^^ 



+ ^sin 6g) + 2sin4g) — 7 sin 2g) — 14g)J. 



1(1 5 

/sin »9 cos »ipdcp = jöü j Ti *^*'* ^^'* "^ 9 '"^ ^'^ 

+ cos 79 — cos 5q) s- cos 3^ — 14 cos ^S. 

11 
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y» 1(1. 2 . 

sin *g> cos ^g>S(p == stttb { fo **** ^^y + ^ sin lOgp 

1 17 ) 

-|- jsinS^) — 2sin697 — -2|-sin49)+ 4sin29)-f- 149?\. 

/sin ^g> cos 8^^^ = — Tfiöä \ \d ^^* l^?' "^ TT ^^* -^ •l^' 



/■ 



2 25 

— TT cos 9y — 2 cös 7g) — cos 5gp + -^ cos Sg» 

+ 20cosg)J. 

1(1 1 

sin •g? cos «gjjy = — fiToö { iT ^''^ ^^9 + ß *^^ IS^? 

— -^-sin lOq) — Ä sin 89 + ^ sin Qq> + -^ sin 4^? 






/sin ^(p cos «qpjgp = jgggj | -j^ cos 15gp + ^^ cos 13g> 

7 7 21 

— YY ^^'^ ^l^^ — ^ cos 9g? -f- 3 cos 7^? + X" ^^* ^9^ 

-7- -5- cos Sg? — 35 cos q>L 

yl ( 1 2 

sin ^g> cos «g)Jg) ==: ^^jgg < jg «n 16g) — - sin 12<p 

7 » ) 

+ ^ sin 8g) — 14 sin 4g? + 35g?(. 



Integrale irrationaler algebraischer Functionen. 

§. 73. 



fi 



x^Sx 



|/(a+bx)* 



fi 



X«& 



|/(a+bx 
*x3fc 



)=ji(a+bx)^-fa(a+bx) + a^j?l^^^ 



V(a+bx) 



== U (a + bx)3 — f a(a + bx)« + aa(a + bx) 



— a' 



2/(a+bx) 
b4 



etc. 



x'^^x 



(a+bx)"» m a(a+bx)"»-i , iii(m-^l) 

■ + - 



y|/(a+bx)~| 2m+l !• . 2ni — 1 ' 1.2 

a2{a+bx)™-* m(m—l)(m— 2) a3(a+bx)">-3 



2m — 3 



1 . 2 



ä 



2m— 5 



etc. 






§. 74. 



• ' J^ 



ix 



f ix 

Jxl/Ca+bx) 



lognt 



■y (a + bx) ■ 

/(a + bx) — lA; 



= i7ü"'«"')j/(a + bx) + |/a 
=^-V^^"8"*V(a+bx^)-^/aJ- 



/,^(-a+bx) = i^ »" {*'" = -j/C^)! 



1 ( 2a — bxi 

—7- arc <cos =# — ^ — 
|/a } bx 

2 

— — arc KOS 

|/a 



=-i/a)i 

=1/00! 



2 



arc Jco 



V 



arc {sec 



11* 



1 o ( • 2(bx — a) i 

= -7- arc ^sinv = --^ — i — — ' 
|/a i bx 



y ' S% l/(a+bx) b r dx 
x2j/(a+bx) ~ ax 2ayxj/(a+bx)" 

y& ( 1 3b 1 / 

x»j/(a + bx)= J-2ax* + S«lJJ^(' + ^^> + 



3b2 
8a2 



x>/(a4 



+ bx)'" 



r öx _ I J^ 5b 5bg I / 

yx4j/(a+bx) ~ j 3ax3 + 12a2x« 8a3xj^^^^'*"*^''> 



5ba r ^x 

loa» yxj/(a + bx) 
etc. 



r /' ^( 1 , J__ (2n. 

J xY(a+bx) I (nr— l)ax'»- » "^ (m— l)a * (1S= : 

. — 3)b 1__ (2m— 3)b (2m— 5)b 

= 4)ax'»-« (m— l)a * (2m— 4)a ' (2m— 6)ax"»^3 

1 (2m— 3)b (2m— 5)b (2m— 7)b 
"^ (m — l)a ■ (2m — 4ja ■ (2m — 6)a * (2m — 8)ax'»-4 

- xj- 2yxj/(a+bx)- 

§. 75. 

y* x™5x 
(a+bx)^ 
dx ' 



y(a+bx)4"^~»'K(a+b^)" 

y * x8x o 1 u 2 ~ 

/> x«Jx ( 
» = U (a+bx)2 _2a(a+bx) -a2 
ra+bxY2 ( 



(a+bx)^ ( ■ ^ ■ ' )b3^(a+bx)- 



r-J^l^ = U(a+bx)3_a(a+bx)a+3aa(a+bx)+a3J 
if(a+bx)* t ) 



b4j/(a+bx) 
etc. 



y * x"Jx _( (a+bx)" m a(a + bx)"~^ m(m— 1) 
(a+bx)^ - j 2m_l 1 • 2m -3 + -TTT^ 



a^Ca+bx)"-^ m(ii^— l)(m— 2) a8(a4- bx)'»-3 
(am— 5) 1.2.3 (2m — 5) ^^^' 

+ a™' 



b'«+i|/(a+bx) • 



§. 76. 



/ " x"Jx 

''(a+bx)^ 
/ ^ ^x ^ 2 

J(a+bx)^ 3b(a + bx)*^ 

r-^ = U(a + bx)+|a| ?— .. 

J(a+bx)* f ) ba(a+bx)* 

^^^'^ =|(a + bx)2 + 2a(a + bx)— Ja«,' ^ 



y ' ^'^^ = U (a + bx)» — 3a(a + bx)* — 3a«(a + bx) 
(a+bx)5 ( 

a»i 



a+i>x)^ ' )b3(a+bxp 



+ 7" } 3' 

) b4(a+bx)is 
etc. 



y » x"Jx J(a + bx)°» m a(a + bx)" -! m(m — 1) 
^-j:^- j-isriä- - 1 • -l2iS=5)- + -173- 

agCa+bx)"-« m(m — l)(in— 2) a«(a+bx)»-» 
(2m —7) ^ 1.2.3 (2m — 9) **^ 

ia»j 

) b^+Ka+bx)« 



h 



§. 77. 

x^Sx 

j/'(a+bx)» 

f x^Sx ((a+bx)° m a(a+bx) — i , mCm—l) 

yj/(a+bx)-~J2m— n+2 1" 2m~n~+-rT2~ 
a»(a+bx)»-g m(in— l)(in— 2) a3(a+bx)'««-a* 
2iii— n-2 1.2.3 am— n— 4 **•=• 

+ Na>»/ ^ 

) b-'+iCa+bx) « 
r_x»fc_^j(a-Fbx)m_.m a(a+bx)— 1 mrm— 1^ 
•'V^(a+bx)» (?"•-"+? 1' Pm — n +1.2 
a»(a+bx)—a _ m(m -1) (m-2) a'sCa + b x)— 3 
pm— n— p 1.2,3 pm_n_2p 

m(in— l)(m— 2) aiCa+bx)»-« » 

■^ 1.2.3 • pm-n_3p '^*'=- i ^ ' »"j 

P 



b'n+l(a+bx)V 



/: 



§. 78. 
Sx 



xinj/Ca+bx)" 

r ^' -j- 1 1 1 (2m-l)b 

J x'»(a+bx)' ( (m— l)ax'»-» "^ (m— l)a ' (2m--4)ax'»-2 

_ 1 (2m— l)b (2m— 3)b NJ 1 

(m— a)a (2m— 4)a (2m— Ojax^-s ± 7(|/(a+bx) 

. 3bN /» Äx 

± -2-/ 

»^ x(a+bx) 

f ^' ' =j L_+_L_ (2'"+l)b 

^ x»(a+bx)S I (m-l)ax'»-i ^ (m-l)a " (2m-4)ax»-ii 

1 (2m+l)b "(2m — l)b 1 

(m— l)a • (2m-4)a " (Sfm— öjax-n-a + (m— l)a 



3 • 

1% 



87 

(2m+l)b (2in— l)b (2m — 8)b N) 

•(?in— 4)a • (2m— 6)a ' (2m— 8)ax">-4 — x 

1 . 5bN /• Sx 



1 oors /• ox 

(a+bx)^"" ^c/x(a+bx)4 



/ gx _ j 1 1 (2m + . 

x«»)/(a+ bx)" ~ j (m — l)ax°»-'i "*" (m — l)a * (2m — • 
.n — 4)b 1 (2m+n— 4)b (2m+D-^6)b 

•4)ax"-a (m— l)a' (2m— .4)a ' (2m— 6)ax"»-» 






f ^^ —i ^' . 1 (pm+n. 

"^ x"*|/^(a+bx)" 



< (m — l)ax'»- 1 "^ (m— l)a ' (m —2) • 



. — 2p)b 1 (pm-fn — ^2p)b pm+n — 3p 

•pax"-2 (m — l)a' (m — 2)pa ' (m — 3)pax"-8 
1 (pm + n — 2p)b (pm + n — 3p)b 



+ 



(m — 1) a ■ (m — 2)pa (m — 3)pa 



(pn. + n-4p)b Nl 1 . nbN 

• (m-4)pax-a- ' ± "i j ^^ _^ ^^^.^ - p 



/- 



dx 



x(a+bx)P 
§ 79. 



/x"'Äx)/(a+bx), /x'»5xy(a+bx)». 
AxV^(a+bx) = ^(a+bx)'. • 

A3x^/(a+bx) = { J (a+bx) - ia},?^^^ . 
fx^St^Qx + bx) = {f (a + bx)« — f a(a + bx) + i a«} 



2(a+bi)^ 

bä 
. etc. 
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a^Ca+b«)"-» m(m — l)(m — 2) a'Ca+bx)"»— » 

(2m- 1) 1.2.3 (2ni— 3)~ ^ 



s 



+ Na". ^^"+''">^ 

J " r"^^ '' jpm+n+p 1 pm+n ^1.2 

a«(a+bx)°-a m(iii^lXin— 2) a»(a+bx)"-» 

pin-j-n — p 1.2.3 pm-|-n — 2p ^ 



Na»l pC»+'>») *• 



§• 80. 



Jx|/(a+bx) /•ixl/(a+bx)» 

= » 1 — '-^ 



fixy (a+bx) /» 

y i= ' j 



^m 



/ 3xV^(a+bx) ^ /(a+bx) b r fa 
X* ~ X "*"2yxj/(a+bx)- 

/ fat/(a+bx) _ _ (a + bx )^ b)/(a + bx) _ b « 
x» 2ax« "*" 4ax 8a 

P dx 
y x^(a+bx) • 



etc. 



/ 



ax|/(a+bx) ^ ( ' 1' 1 (2m . 

x°» I (m — l)ax»-i + (m— l)a ' (2m—. • 

, — 5)b ^ l /( 2m-5)b (2m— 7)b 

: 4)axni-a („ _i)a ; (2m — 4)a ' (2m— 6)ax"»-3 ^^^ 
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fSx)/(n+hxY ^L 11 (2m_. 

J x°> I (m— l)ax"»-i '^ (m— l)a * (2m— • 

. n— 4)b 1__ (2iii~n— 4)b (2m>->n— 6)b 

•4)ax«»-* (m— l)a* (2m— 4)a * (2m— 6)ax^-» 

etc. + 4 (a+bx) . +_y_l.X^. 

r fa{/^(a+bx)^ ^ j ^ 1 1 (pm-, 

y x» \ (m — l)ax»~i"^(m— l)a' (m— • 

, n — 2p)b 1 (pm — p — 2p)b (pm — n — 3p)b 

' 2)pax™-2 (m— 1> ' (m — 2)pa ' (m 3)pax™-« 

1 (pm — n — 2p) b (pm — n — 3p) b 

"*" (m — l)a ' (m — 2)pa ' (m — 3)pa 

(pm — n — 4»)b ^ , N) ^ . ^ ^B±E — nbN 

• -y t: i^r^' «tc. + - } <a + bx) p + 

(m — 4)pax™-4 — X J ^ ' ' ^ p 

/ixj/(a + bx)" . 



§. 81. 
x"Äx 



|/(a + 



cx«) 
Sx 



/! -5 — _ s= -;r- arc {sin = ri / - 

= J-arcjtg = x|/(^,)| 



l { . 2«a, 

arc {sinT 



2)/c ) a 

12 



= ^.rcjc«tg=|/(!L_2!)| 



= ^arcjcosec = |/Q,)j 

x*x _ t/(a+ cx») 
J/(a+cx«)~ c 



/i 

r x»dx n/(a+cx«) a / • di 

Jy(»+cx») ~ 2c 2cy j/(a+cxa) ' 

/j/(a+«a) = (S-Ä) /(«+«"> 

f^(a+cx2) • 

y» x«fa /-x* 4axa . 8a« X /^ . ^, 

j/(a+cx«) = Vö-c - i5^ + iW K (^+<^") • 
y " 3tgfa _ i< X» _ 5ax3 öa^xX / ^ Sa» 

j/(a+cx2) — Vöc 24ca"*"l6^y »^^*+°' ^ ~I6^ 

V'Ca+cx*)' . 

y ^ x^Jx _ y^x« 6ax4 Sa^x« 16a3\ A , « 
j/(a+cx2) — V7c 35ca + 'SS^ ~35^J^^''+'^ ^• 

r^ _ Tax» 35a2x8 _ SSa^x X 
' V8c 48ca "^ 192c» 128c4 J 

/ ' »'fa _ x^-VCa+cc») _^ (n-l)a f_^^ 
j/(a+cx>) -nc nc J^Qi^i)' 

§. 82. 

xy(a+cx«) • 
yxj/Ca+cx-j-SiTi '•«"* Vj/(a + «1«) + j/ J = pü 



/j/(a+cx«) 
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C «» 1 (• >/(cx«-a) ; 

I — 7- ; — r-= -7- arc Jsin = ' — ./ 



= -7- arc <«ec = xT / -} 
jTa ) K a) 

,1 • ( . 2(cx' — a) i 



1 ( 2a— ex», 

= ^arc jcosec= y/(-^)j. 

yix |/(a+CKg) 
x«l/(a+cx^ ~ ax ' 

> fa _ t/(a+cxg) c r Sx . 

yxY(a+cx2)~ 2axa Sa^xj/Ca+cx«) ' 

/inT^ = (-5^ +Ä) ^^"+"*^' 

y gx _/^ 1_ , 4c 8cg V 

x*l/(a+cxa) ~ V 5ax» "*" löa^x» 15a» )L/ 

j/(a+cxa). 

y xr|/(a+cxa) ~ V 6ax« "*" 24a»x* lÖaSxM 

/, . „. 5c» f Sx 

12* 



r *x _ _ f/(a + ex») _ (n — 2)c 

yxY(a+cx«) (n — l)ax"-i (n — 2)a 

y gx 
X— »j/(a+cx«) 



§. 88. 

y» x"fa 
j/(bx+««) • 



Ar— ^L__ 4. * i , (y/( bx+cx») + |/cx«) 



= + -^ lognt (/(b-cx)±l/cx 

= + 1 iog„t 2ex+fa + Yc(bx+cx«)| 

— 4. ^ 1.^. \ V<^ +«) + l/«) 

/f(b;^) = jTc "•= {"'» = |/(?)i 

1 <. 2cx 

= -7- arc /8inv = -^ 



— - -/- arc 



1 ( b— 2cx] 

-7- arc ^cos = 
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= |^arcjcosec=|/Q)j. 
Jy'(hx-i-cx^)~ c 2cy|/(bx+cx«)* 

/l_^ÜL_=riL _ it^ ^/n.x+ ex«) + ^ 
Jy(hji+a*) V2c 4c«y y(*>^tcL ) f ^^ 



h 



ix 



(bx +CX») • 

5bs 



y |/(bx+cx«) = Vre - 12^ -*^ 8^J ^(^'+"'> - 



A 



16c» 

ax 



}/(bx+cx«)* 

r x*fa _/^x» _ 7^ , 85b«x _ 35b» X / 
/l/(bx+cx«)~V4c 24ca ''" 96c» 64c*>'*^^ 

., , 35b« p Sx 

y ' x»3x _ /"x* _ 9bx» 21bgx« _ 21b»x 
7/(bx+cx«)~V5c 40c« "** 80c« 64c4 

63b4^ / 63b» r Sx 

"*' i28^y»^^ """*"" ^ ~256^y|/(bx+cx»)- 

/•_x^fa__ _ i^x» _ llbx* 83b«x» _ 7 7b »X« 
|/(bx+cxa)~V6c 60c« "^ 160c» 320c* 

. 77b4x 231b» \ /„ , ,, , 231b« 
+ 256?5 - m^J F(''» + «') + 1^4^ 

ix 



h 



y(bx+cx«)' 

r x'^Äx i^x<^ ISbxft ; i43bgx^ 429b»x8 

y|/(bxHhcx2) ~ V7i ~ 84c2» "^ 840c3 2240c* 

. lODlb^x^ 1001b»x , 3003b«>k /.. , ^ ' 

3003by r ix 
14336c7y|/(bx+cx2)' 



15bx« . 65b2x» 143bSx^ 



y » x'Sx _ C^ _ lob»« 
j/(bx+cx«) ~ V8c 112c« "^ 448^» 896c« 

1287b*x» 3003b»x« 15015b<»x 450450^ 

+ 7168c» 14336c« ■*" 57344c' 114688c« 

/^ , „, , 45045b« r 8x 
j/(bx+cx«) + ^gg^, y ^(bx+cx«) • 

y » xMx _ x— V(bx-f-cx») (2n-l)b /* x'-'gi 
|/(bx+ci*) "" , nc 2nc J y (bx-^-cx*)' 



Jx' 



§. 84. 
9x 



y(hx+cx*) ' 



Jxy'(hx+cx*) ~ b y \ X J' 

f ix 2/(bx+cx«) 4c yy^ b+cx '\ 

Jx^y(hx+cx^) ~ öbx» 3b» "^V x J' 

/x»|/(bx+cx«) = (~ 7SE7 + 25bb) f^(^^+ •^•) 



16 c« 
■•" 15b» 



y fa /• 2_ 12c _ 48c« ^ 

x*j/(bxH-cx«) ~ V 9bx4 "*" 49b«x» 175b»x«>^ 

y ^ gx _r 2 16c 32cg 

xY(bx+cxa)~V llbx» "•" Slb^x* 147b8x» 

y ^9% _C 2 20c 160ca 

x«|/(bx+cx«)~V iSbx« "*" 121bax» 891b»x* 

320c8 256c* ^ /.. . ... 512c* 



)j/(bx + cx'«) — 



1617b*x» 1155b«x«>/ ^^ * ^ 693b« 



]/(^> 
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y Sx _ /'_ 2 24c 240cg 

xTry (hx-\-cx^) ~ V ISbx'^ "^ 169bax« 1573b»x» 
. 640c» 3 840c* , 1024c» ^ / 

'*'3861b*x* 21021b»x» "*" ^OObb^O ^ ^ "*"*^* ' 

2048 c« /i^ b+cx ^ 
3003b7 |/ V X / 

Äx r 2 ■ 28c 112c« 



+ 



Jx8|/(bx+cx«) V 17bx8 ^ 



225b«x»^ 845b»x« 



224c» 1792c« 3584c» 



+ 



1573b4x» Il583b6x* ' 21021b»x» 

^^336c« >w . _ 28672er 

75075b7x»>' ^ ^ ^ ^ 45745b8 

b -i". cx\ 



v/(' 



X 

y * fa _ 2 ^ )/(bx+cxg) 2(n— l)c 

xY(bx+cx«)~ (2n+l)b * x«^ ' (2n— l)b 

^x 
x'»-ij/(bx+cxa)' 



/. 



/^ 



§. 85. 
x"Jx 



|/(a + bx + cx2)' 
Äx 1 



/i 



dx 1 (. 2cx — b 

arc /sin 



j/(a+bx— M*)'~V^ I l/(bi»+4ac)) 

1 i 2cx-b , 

= ^ arc jtg=^7^^^^^j^-^| 

= ^arc |«K:=i|/(^-^^^±^)j 

1 (, 2(2cx-b)g) ] 

= 3-7- arc <sniT = \^ , . < ^' 
2|/c I ,b*+4ac 

1 ( o //'c(a+bx-cx»)-\) 



V\9 



1 ( , 2l/c(a+bx— cx2) 

= — arc jcotg = ^ \. ^' 

I c j "* 2cx — b 

= -7- arc Jcosec = ^-^ r-^^ 

j/c I 2cx — b 1 

r x3x |/(a+bx+cx«) b / * ix 

yj/(a+bx+cx«)~ c 2cy>/(a+bx+cx2)- 

yx«ax i^x Sh\ /, ,^ , ^^ . ^3ba 

a \ / » i^ 

/ x»ax i^x« 5bx * öB» 2a ~\'/ 

j/(a+bx+cx«) ~" V3c 12c« ■•" 6^ — ^Ji^ ^*+^'' 

^ '' ^ Vl6c» ^ 4c2//|/(a+bx+cx«) * 

y x«3x. _/^»'' 7bxa 35bax 35b» "SSab 
j/(a+bx+cxa) \4c 24ca'*"96c» 64c*"^48c3 

_ 3ff^ ^//a+bx+cx«) + C^^ ^^'** 4. ^^ 



/f 



dx 



^(a+bx+cx«)' 

yj/(a+bx+cx«) ■"" V5c 40ca "*" "SÖc"»" 64c* 

63b* _ 147abg leiabx _ 4axa Sa^ >| 
■'■ 128c» 96c4 ^ 240c» ISc« "** 15c» J 

,//_i_kj_ 2N.I^ 63bfi ■ 35ab» 15a*b>w 
/(a + bx+cx«) + (^-25g^ + -32^ - ^g^J 



/|/(a+1>x. 



:+cx«)* 

_x«dx___i^x« llbx* 33b«xa TTb'x« 
^a+bx+cx2)~V6c 60ca "*" löOc» 320c* 

77b*x_231b* lOTlabs . 441abgx llTabx^ 
"*■ 256c« 512c« "^ 576c* ~ 480c* "*" 240c» 

5ax3 . 5a«x 231a2b\ /. . . 1. . /'231b» 



+ ^^- 



.^ / "* /" 



24ca ^16c3 160c* J^ v'^-r---!-'- j . Vl024c» 
945ab* lOSa^b^ 5a» X r dx 

TeScö "^ 64c* 16c»yyj/(a+bx+cx«)' 
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/ x^x t°-^f^(a + bx + cx^) (n— j)b 
^(a + bx + ex«) HC nc 

/ ' x»--^3x _ (n — 1)a r x^^^^x 
j/(a+bx+cx«) nc y|/(a + bx+cx«)' 



§. 86. 



f-^Ji = + ^-logot p+bxTVa(aM-b^») 

Jxj/(a+bx+cx«) — f/a * I x | 

ytfx 1 (• bx— 2a ) 

xj/{-a+bx+ox»)-V^"" P ~ xj/(b«+4ac( 

_ 1 i bx — 2a 

~ jTä"'^ P~ 2|/a(— a+bx+cx*) 

1 j x^/(ba+4ac) 

= p^arc jsec _ g^^C— a+bx+cx«) 

1 (. 2(bx— 2a)« 

= v> y ÄfC <MnV = ., ^ I yt — r-« 

2j/a I (b«+4ac)x« 

1 ( 2l/a(— a+bx+cx«)) 

= ^arcjcos= ^^(^,+4,^^ } 

1 ( , 2|/a(— a+bx+cx«) 
= rr- arc <cotg = -^ — ^^-;— ^ ^ 



/ 



1 I xl/(b«+4ac)l 

= -7— arc {cosec = -^ 3 — -} . 

|/a I bx — 2a J 

)/(» + bx + ex«) _ h^ 

x*J^(a + bx + ex«) ax 2ä 

/ ■ dx -• 
xj/(a + bx + ex«) • 

/,3^(a+bx+cx«) = (- 2^ + ^ »/(a+bx+cx«) 

/"Sb«^ c^ r fa 

"*■ VSa« 2&JJxy(& + bx +CX«) * 

13 



yxY(a + bx + cx«) V 3ax» ^ 



5h 5bs 



12aax* 8a3x 

x|/(a r|- bx + ex«) * 



7b 35b« 



r fa _ r_ j_ 4. 

yxV(a + *>» + cO ^ *a** 24a«x» 96a«x« 
, 85b» 55bc . 3c \ // . i. . 

y /: 35b^ 15b«c . 8c«^ r gx 
"^ Vl2g^"" 16a» "*"8a«>7xj/(a+bx+cx«) ' 

y * dx r 1_ _9b 21b« 

x«|/^(a + bx + ex«) ~ V 5ax» "*" 40a«x* SOa^x» 
aib» 63b* . 147b«d 161bc . 4c 



"*" 64a*x« 128a»x "*" 96a4x 240a3x« ^ 15a«x» 

8c^ ^ ,// . u , ax.i^ 63b» , 35b»c 
- i&^J »/(a + bx + ex«) + (^-256^ + 



fw 



256a* ^ 32a* 

l6^J/x|/(a + bx+ex«) ' 

Äx _ _ |/(a + bx + cx«) __ (n — |)b 

xY(a + bx + cx«) ~ (n — l)ax''-i (n— l)a 

/' . ^x (n— 2)c r Jx 

x«i-Y(a+bx+cx«) (n— l)ajr x"-«>/(a+bx+cx«)' 

§. 87. 

. A"dxj/(a+bx+cx«). 

y;j^(ä+bx+cx.) = (^^ + ^ _^ + 1) ^/(a+bx 



5b« . Sab» 



l^li axN • V Z' 5b* . 3ab» 



Si 



8cJy|/(a+bx+cxa)* 

/, • /^x* . bx» 7baxs , 7b»x 

:»5xl/(» + bx + ex«) = ^^-^ + jö^ - ^40^ + 1^;^ 

7b4 23aba ^ 29abx , f*^ _ 2a» -y 

~" nS^ "^ 96c» 240c« "** 15c 15c«>' 

/ X /■ 7b» Sab» , 3a«b^ 

/(a + bx + ex«) + ^25Ö?i ^ 32^5" + le^^ 

/ gx 
j/(a+bx+cx«)* 

/• / X /'s* , hx* 3b«x8 . 7b»x« 

Ix4«4/(a + bx + ex«) = f^ g + gö^ — jp^ + 32ÖC» 

7b4x 21b» 7ab» 7ab«x ITabx« ax» 

'~256^"^5T2^ 32?"^ 60c» 240c« ''"24c 

^) /(a + b^ + «") + (- 

35ab* 15a«b^ ^V r Sx 

256?"" 64c» ■*'l6c«y/v^ (»+'"'+«') 



a«x , 113a«b-\ /, , , , »^./^ 21b« 



rll+l / ' «,v f b 



A»ixl/(a+bx+cx«) =^^ /(a+bx+cx«) -j- ^^jjq:^ 

f x-Hgx I c r x'+^^x 

y ^(a+bx+cx«) T n + 1 /i/(a + bx + cxa) ' 

§. 88. 
y^|/(a+bx+cx«). 
r^ |/(a + bx + ex«) = - ^ /(a+bx+cx«) + | 

:/xl/(a+bx+cx«) ■•" 7 V(a+»»^+"'') ' 
r? |/(a+bx+cx«) = (- gi^ - ö >/(a+bx+cx«) 

(b« . c^ r fa 
•" SU "*"2>7x^(a+bx+cx»)* , 

13* 



xuu 






96a*x« 
5b» 13bc c -^ /, 

~ Sfe^ + 48i5i ~ g^J r (» + *» + «*) 
, f_ 5b^ 3b«c c«^ f ix 



40ax* ^ 240a>x» 
___7b«_ 7b« 23b«c , 29bc c 

192aSx« ■*^ 128**x 96a»x + 240a<x« ~ Isil» 

^ 8bc»>^ / » ax , 

^ 16a«yy x)/(a+bx+cx<JI * 
/^ j/(a+bx+cx«) = _ ^^_\^^^^ /(a+bx+cx») 

2(n — 1) Jx—iy(a + bx 4- ex«) "*■ iTTI 

/• Äx 

Jx"-«^'(a+bx+cx«)' 

S. 89. 
/x»ixj/(bx + ex«) . 

. b»_ /* gx 

■*"l6cayj/(bx+cx«)' 

^ *' ja8c»Jj/(bx+cx»)- 



yi»5xj/(bx+a«)=(^ + 
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bi« 7hH* 7b»x 
40c 240ca "*" 192c» 



7*»* ^ ,//u _L «X » 7b» /» Sx ■■'i 



3b«x» 7b »X« 



+ ü 



7b*x 21b» \ / 21b« 

^ 256^ + öi2^J »/(bx + cx«) - ^^^^ 

y * gx 
K(bx+cx2)- 

^x-axj/Cbx + ex») = ^J |/(bx + ex«) -- '^ 



2(n + 1) 

y |/ (bx+cx2) ~" ^+ijy (bx+cx») • - 



§. 90. 



/*$ j/(bx+cx«) = - - V'cbx+cx«) + 5 f ,J^ 
j^ir\ -r j x''\^ ^ 2yx|/(bx+cx») 

/ • ax 

yxj/(bx+cxa)* 

/,? >/(bx + cx.).= (_ g^ - 'äl^) ^/(bx + ex«) 

2cg C ^^ 

15b yx|/(bx+cx«) • 
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ß »/(bx+cx.) = - ^^-}^ »/(bx+cx.) + ^ 
X— y(bx+cx«) "♦" n— ly x»-a|/ (bx+cx«) * 

§. 91. 

/x"dx/(a + ex«). 
yx«xj/(a + cx4) = (^ + ^ »/(a + cx2). 
/xW(a + cx») = (^* + g) /(a + cx«) - ^* 

V(a + cx»)- 
/x»«x/(a + cx.) = (-^ + g_g^)j/(a + cx^). 

/x*Äxv/(a + cx«) = (^ + ^ - ^) /(a + cx«) 

, a' /• fa 

■^Te^yj/Ca+cx«)* 

j/(a + cx»). 
/x.*xj/(a + c.«) = ^J±J /(a + ex«) - ^ 



|/(a+cx«)' 



§. Ö2. 



f~. /(a + ex»). 



/§ /(a + cxn=-i f/(a + cx«) + c/^^^^. 



xj/(a+cx«) • 



y;^ Sx 



§. 93. 

/x±n5xj/(a+cxa)±». 

f 9% X m — 3 

y >/(a+cx«)«> "" (m — 2)aj/(a + ex»)«»-» "*" (m — 2)a 

f/(a+cx2)«-«- . 

f ^x _ ( 1 2m. 

yV^(a+cxa)a"'+i ~ i(2m— l)a(a+cx«)'»-i "^ (2m— 1) • 

•ZI? (2m^2)(2m , 

•(2m— 3)a2(a+cx2)«-a ^ (2m— l)(2m— 3X2m— 5) • 

> -^) " N ) X 

•a8(a'+cx2)«-8 ■*" (a + 0x2)0 jj/(a+.cxa)* 

y(a+cx2)"> (m — 2)cj/ (a + ex«)«-« "*" (m — 2)c 

y ^ x»-23x . 
V(a + cx2)«-2- 

r x'fa x'^"^ (n — l)a 

. y p(ä+cxä)« ~ (n— m+ l)c)/ (a+cx«)«-« (n— m+l)c 

yj/(a+cxa)»* 

/• x"Äx x'H-i n — m + 3 
|/(a+«^)« ~ (m — 2)aj/(a + ex«)"»-« (m — 2)a 



/ x»fa 
J^(a+cx«)"»-a' 



10t 



(2di+lX2m — l)a»(a+cx»)»-« . (2ai+l)(2m . 

^ (2m+2)2m(2m— 2) ■• (2in+2) • 

.— l)(2iii — 3)a» (a + ex«)»-» 

♦ 2m(2«-2)(2a.-4) "^ N(a + cr*)o 

.4/(a+-) + Na/p^. 






/i-axf/(a + cx«)» = ?^ j/(a + cx2)o _ -5!L. 
J n + 1 ^ ^ ^ n + 1 

A-fa/Ca+cx^)» = ''-y(a + cx«)"4-. _ (n-l)a 
y (D+m + l)c (n+m+l)c 

/x»-adxl/(a+cx«)» 
J ^^ ^ (n + m + 1) ^(D + m+l) 

/ Jxj/Ca+cxg)"» ^ _ ;/(a+cxg)^+ g _ (n — m — 3)c 
X» (n— l)ax«-i (n— l)a 

/ ^^x|/(a+cx g)» 

J—IF^ 

/ fal/Ca+cx«)" _ _ f/(a+cxg)" 
X« ~ (Q — m — l)xn-i ~] 



a 

ma 



(a — m — l)x"-i (n — m — 1) 
/ '(yx]/(a+cx^)'°~g 



>fa|/(a + cxg)g'n+i _ ( (a + cx^)" a(a + ex«)»-! 



/ fa|/(a + cxg)g°+i _ ( (a + cx^)' 
X — j 2m + 1 
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ag(a + cxg)"-g • a»(a + cx«)»-s a*i /, 

+ 2m~8 ' + 2m-5 ^*'- T j ^^^ 

^ ^^ yxj/(a+ac«)- 

f—Jl— = 1 . 1 

Jxj/(a + ex«)« (m — 2)a|/(a + cxa)m-a "^ a 

yxj^(a+cx2)'n-a* 



i|/(a + ex 



c|/(a + cxa)«»+i I (2ai — l)a(a + cx2)«»-i 

+ — i— + ^ 



(2m— 3)a«(aH-cx2)"»-a ^ (2iii— 5)a8(a+cxa)«-> 

a«»(f/(a+cx«) "*'a-»yxj/(a+cx«) ' 

/ gx _ 1 n+m— 3 

xV{*-«-cx*J™ (m— 2)ax»-iJ/ (a+cx*)"»-« "•" (m — 2)a 

xy(a+c3 



f i^ ^ 1 . 

y xY(a + cx^)« (n — l)ax"-i|/(a + ex») 



_ (n+m— 3)c r . gx 
(n— l)a yx»-2j/(a. 



+cxa)'" : 



§. 94. 

X"ÄX 



y * X^ÖX 
j/(bx+cxa)«- 

y * x°ax 2x— 1 2m— n 
j/(bx+cx«)» ~ (n— 2)cJ/(bx+cxa)»~a + (n_2)c 

X™~2JX 



y * X"- 



ex»)»-« • 

y * x"fa x»^-^ (2m— n)b 

j/(bx+cx«)» "" (m— n+l)cf^(bx+cx»)» (m-n+l)2c 

|/(bx+cx«)-^ • 



14 
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y ^ r^Sx ^ äx" _ 2(in— p+2) 

J^(bx+cx2)» (n— 2)bj/(bx+cx2)»-a (n— 2)b 

x™-iax 



/f 



j/(bx+cx2)"-a* 

y' ''°^* __ i X— 1 (2in— n)bx'»-2 
j/Cbx+cx«)»"" |(m— n+l)c (m — n+l)(in — n)2c« 

(2m— n)(2iii— n— 2)bgx°'-» (2in — n)(2m . 

(m— n+l)(in— nXm— n— l)4c» (m— n+l)(in • 
. — n — 2) (2in — n — 4)b»x™-* 
— n)(m — n — IXm— n — 2)öb* ~^ 

V'(bx+cx»)-»+a + ^m — g — p + AaN 

^(bx + ex«) • 

y ^ »"fa _^ Ix"-» (2in — 1)bx'»-g (2ni — 1) . 
y'(bx+cx2) I mc m(m— 1)20« "^ iii(m— 1) = 

.(2m — 3)bax"'-8 ^, „) / bN 

: ;m-2)Ac» «*•=• ± ^xoj |/(bx+cx») +^ 

j/(bx+Cx2)- 

/V-^^— =! ^ 1 +• (5. 

yj/(bx+cxa)» ( (n— 2)ba|/(bx+cx«)''-8^(n— 2) = 

. — 3)4c (n— 3)(n— . 

= (n— 4)b4j/(bx-|-cx*)"-» (n— 2)(n— 4)(n— 6)b« ' 

. 5)16cg (n-3)(n— 5)(n . 

: ^/ (bx4- cx«)"-r **" (n — 5ä)(n — 4)(n — 6)(n — 8)b8 •" 

. -7)6^«? ^, . N ; 2(2cx . 

• y(bx+cxa)— » • ^ j/(bx4-cxa)»-ap-i j pT^^ : 

:X^ + (n— 2p— l)4cN A-r — ^^^ -. 

• + cxa) — ^ r /- yj/(bx+cxa)*-ai»*. 

„_fa_._j 1 ^ (n- 

j/(bx+cxa)» ~- ( (n— iS)baj/(bx+cx«)— » "*" (n— -2) • 

. 3)^c (n— ^n— 

•(n_4)b*|/(bx+cxa)»^» (n— 2)(n^4Xn— «)b« J 

:5Ä ; , , (a--3)(n-5)(n 

•|/(bx+cxa)«-r ^ (n-:2)(n-4)(a-6)(ii-8)b«" ^ 



/i 



Ji.vf 



— 7)64c». N . / ^(2cx+b) . ._ 

y(bx+cx«)»-» — (bx+cx»)j ^/(bx+cxa) — "'^ 



/i 



/v 



|/(bx+cxa)ä* 

gx _ ^ g(2cx+b) (n — 3)4c 

f/ (bxH-cx«)» ~ (n— 2)bY(*>x+cx2)tt~2 (n— 2)ba 

5x~ 



/. 
/. 



/f 



/^ 



m 



j/(bx+cx2)"~a* 

__Jx___ 2 2(m+n-2) 

""|/(bx+cx«)» ~ (n— 2)bx°»j/(bx-t-cx2)»-2 + (^ _2^b 

• dx 

x<»+ij/(bx+cx2/-a' 

; gx _| 2 \ (m+n , 

J7(bx+^2JS I (2m+ii— '2)bx°» ■•" (2m+ii — 2) • 

, — 2)4c \m+n>>>-2Xm+n , 

• (2m+n--4)b«x'»-i (im+n— 2)(2iii+n^4)(2in • 

^ _3)8cg (m+n— 2)(m+n-->3) . 

:4.n_6)b3x°»-« "^ (2m+ii— 2X2m+n— 4X2m • 

:+n— 6)(2m + ii~8)b4x°>-3 ^'^- ^ x°»-P+ij'^^*''^ 

y ^ 8x ;^) 2 (m-~-l)4c . 

x"|/ (bx+cx2) ) (2m— l)bx"> "^ (2m— l)(2n[i__3)b2x«»-i 

(m^l)(m-~2)8cg (m^l) . 

~ (2m— lX2m— 3)(2m— 5)b3x«-2 ■^(2m— l)(2m ' 

•-3)(2m-5)(2m-7)b4x— 3 ^**^-± xj»'^^^+"^ > 

/ ax/(bx+ cx^)° _ /(bx+ cx^Y Db 

ym (m—n— l)x«"-i 2(m — n — 1; 

/ ^x'[/(bx+cx^)"-g 
x-i 

/ ^fa)/(bx + cx^)° _ 2l/(bx+ cxg)°+2 (m _ p -2)2c 
y ""15 (2m— n— 2)bx°» (2m— n— 2)b 

»dxj/(bx+^2/ 



/ 
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: ,^ ^ : (m— ii--2YiB_n 

.-3Xm-„_4)16c» ^^ *77^j 

'ran ~n- 6X2m - n - 8)b*i— ." «**=• ± ?;=i+r 

|/(bx + cx»)^ + („i„_p_j;^ ) 

/ faf/(bx + CT«)« 

j^^^r^ (m-3Xm--4)8c» 

+ ( "»— 3)(m— 4)(m— 5 ^16c» 

(2m^:3)(i;m-5) (2m-7) :(2m-9)b«x— T *^*«- 
± £4 j /(«>* + ex«)» + cN r^'V^CbJt + ex«) ^ 

/ixj/(bx + ex*)» = (2cx+b)t/(bx + cx»V i nb« 

/dxj/(bx+cxa)«-» . 

ß'ixl^dbx + ex«)- = ^^!jV(M:cx2)« „b 

*' (m+n+1) + 2(a, + n + i J 

/i»Jxj/(bx+cx«)- = »""VCbx+cxa)-* __ (2ni+n)fc 

^■-»*ij/(bx+cx*)-. 

fx'dxl/(bx^„2\u -, gx'H-n/(bx+exa)» „c 

^ (2m+a+2) ~" (2m + n+§ J 

ß'^^dH/(bx+cx*)-*, 



imr 



^■Jx>/(bx+cx«)- = i,-j!g^-, (2m4-n)bx-« 

J rv T^ / ((ni+n+l)c (m+n+lXni-Hi)2c« 

(2m+nX2in+n— 2)b«x'— 8 (2m+n)(2in . 

■*■ (in+ n+ l)(in + nXm+ n— l)4c» (m + n + 1) • 

. + n-2X2m + n-4)b»x-4 i 

•(m + nXm + n— IXm + n— 2)8c* ""^"^ j 
+ (m + in— p + l)bN /i»-P&j/(bx+ ex«)". 

/;-exl/(bx+ex«) = j-i^ _ (g-'+Dbx-» 
J r*. -r ./ |(m4.2)c (m + 2)(m + l)2c« 

(2m + lX2m— l)bax"-» (2m+lX2m-l) 
■*" .(m+2Xin+l)m.4c» (iD+2Xin+l)(ni) • 



yÄxj/(bx+cx«). 



§. 95. 



dx 



/i±"«dxj/(a -j-bx + cx*)±». 



y|/(a+bx+cx«)" |(n— 2X4ac— b«)>^ (a+bx+cx«) 

(n — 3)4c 



(n — 2) (n — 4) (4ac — ba)«j/ (a + bx + ex»)"-» 

, (n— 3)(n— 5)16c» 

■*" (n— 2Xn— 4)(ii— 6X4ac— b2)»|/ (a+bx+cx»)— r 
. . N ' ) 2(2cx + b) j, s 1« 

"*■ (a + bx + ex«)} j/(a + bx + cx«) "*^ 

jx 



/i 



f/(a+bx+cx»)»* 
4t ( 1 



fi 



|/(a+bx+cx«)» ) ■-» 

' '(n— 2)(4ac— b«)(a+bx+cx«)"»~ 

(n — 3)4c 



(n — 2) (n — 4) (4ac — b»)« (a + bx + ex«) « 
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(n— 8)(ii— 5)16c* 



B— 7 



et«. 



(n_2)(ii— 4Xa— 6X4ac— b'')»(a+bx+cx«) » 

+ 



N ) 2(2« + b) 



_i)4cNy; 



/^(.+^+«.,.={fc!±^ 



Sx 

■-t 

"■' » !i(4ac— b«) . 



+ 



(n+1) • 

n—Z ' . n— 5 

(a+bx+cx«) 2 0(11— 2)(4acr-b2)«(a+bx+cxa) » 



;(n— l)8c2 . ^ (ii+l)(n— l)(n— 3)32c3 

.n(n — 2)(tt— 4)(4ac — bg)3(a + bx + c xg) » 
"'" (n + 1) (n — 1) (n -- 3) (n — 5)128c4 

n— 2p4-l ) 

+ N(a+bx+cx2) a I (2cx + b)|/(a + bx+cx«) 
^ (n— 2p+2) (4^^_|^a)N Axj/(a+bx+cx2)'*-'«P. 

11—3 n— 5 

(a+bx+cx2) a n(ii— 2)(4ac-.b2)2(a+bx+c¥2) a 



•(n— l)8c2 ^ (n+l)(ii— IXn— 3)32c3 



n-r 



/v^ 



p(n — 2) (n — 4) (4ac — b2)3 (a + bx + cx^) » 
"•" (n + 1) (n — 1) (n — 3) (n — 5)128c4 

etc. N(a + bx + cx2)| (2cx + b) |/(a + bx + ex«) 
+ |(4ac — ba)N Ax|/(a+bx+cx2). 
xjx 1 b 



+bx+cx«)»~ (n— 2)cl/(a+bx+cx2)«-a 2c 

y ^x 
V/(a+bx+cx2)a^- 
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J x|/(a+bx+cx2)« (a — 2)a>^ (a + bx + ex«)«-« ^ a 
x)/(a^+bx+cx«)«~2 2äyj/(a+bx+cxa)»* 

/dx/(a+bx+aL«)". 
if*E y'(a+bx4-a2)» = i /(a+bx+cx«)» + a /"^ /(« 
+bx+cx2)»-3 + 1 /ixj/(a+bx+cx2)»-2. 



§. 96. 



(a+bx)>/(« 



a+bx)j/(a+^+yx«) ' 



y (a+.bx)^/ (a + ^x + yx») jT^ V ^ 2>/,y(« - 



Gx 

• + /3x + yx2 



))• 



h 



Sx 1 ■ A-T-Cx— ^ 

= "7 lognt 



+ bx)|/ (« + ß% + yx«) f/— « ^ a+ ? 

= bx * • ' 

In diesen Formeln ist 
A = 2«b — ßffi C = 2ya — /3b; ij = — ab« + /5ab— ya« 

§•97. ^ 

ij=«b* + j«2; jtr=«ba — ya*. 

/ ^ gx , _ 1 V _ x/ 1? "^ 

(a«-<»«x«;j/(a4-)'X») ~~ al/-ij "*^ V. * ~~ aj/ («H-j'xä)^* 
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/(a«-b«x4(«-yx») = i;F=7 "" (*8 =" 

8j/(« — yxa)^' 

y^ ftc X /'t -_ »y/ft . 

(a«_b«x«)f^(— «+yx») "~ ^ WC ^ g — a|/(— « = 

y^^ fx 1 , ( x|/i}-{- . 

(a» - b«x«) y (« + yx«) - 2a Kn °*^ jxl/ij-' 

.ajV+yxa)) 
=a^(«+yx«)j' 

y* fa_ __ 1 , (X^ ft + 

. a/(tt-yx«)) 

'a|/(a— yx«)(* 

J'(a»--b»xa)V(— o+yx«) 2a|/-tt ^ j«»^— f» " 

. + ay (— « + yxa ^ 

• — aj/(^« + yx«4* 

r___J? =4-arcrtg=-j3^^ 

y (a«+b«x«)V («+yx») apft V aJ/(«+yx«)y' 

/* gx _, 1 .../- x/, >w 

y(a«+b«x«)V/(«-yx«) i^ V «^ a>/(o(— yxV' 

y(a«+bax*)l/(-^+yx») ^ 4^ "^ V«^ = 

a|/(— « + yxa)^' 

y» fa 1 ' ( X|/— ft ^ 

(a« + bax«)v'(« + yx«) ~ 2aV — ,» °^ j*»^ - f» ^ 

. + a/(« + yx«) l 

■•— aJ/(« + yx«)j* 

/; fc 1 . . ( x)A— ^ . 
(a« + b«x«))^(«-yx«) - 28|/— « "»" (^5^ • 

. + ay^(«--yx«) l 
!_a|^(«-yx«)j- 
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(a« + b»x«)j/(_ a + Yxt)— 2af/,i **^* (^^^ ' 

*aI/(— « + yx«)j' 

i 

S. 98. 

y fa 
(a*-b4x*)[/(a+yi«) ' 

y (a4_b*x4)j/(«+yx«) iäy^ *» |xj/»j_aj/(a+yxaM 

. 1 r, _ x|/^ -^ 

f—I-^^—^ -—1— lomt {^^i^VW^I 
J (a*_b*x*)j/(o+yx«) 4abYiJ |xj/,/_aj/(<H7x2)| 

■" 2abY<» '"^ V*® ^ a|/(«+'yx«)i: 



/ö 



^ = ^ lognt (4ViV(5^zr^), 

^[4_IPx*^pX«-Ö^) 4a»f^(t •* |xj/;t— a|/(«_yxa)l 

r xajx 1 ■ t ( V<H-a/(»-^«) l 

y(a«_b*x*)j/(«»-yxa) 4abYf* jxj/^-aj/(«_yx«)| 

1 /■; _ x/i> ^ 

^ 2abaj/ 1, "" V^ ~ al/(a— yx«)>'* 
y (a*— b4x*)f/(— «-h-x») 4aYiJ |xj/ij— al/(— « • 

■•«•yx')) . 1 ^.^tr- 'V'ft ^ 

•+yx«)j ^ 2ay ^ «« \^ S a|/(— «+yx«;y' 

/ xgfa _ 1 ( xt/i?-a/(-« . 

(a*_b*x*)>^(— «+yx«) ~"4ab«j/»j ^'"^ |xj/ij+aj/(_« * 

:q^j+2abY,. "*" V^ ~ al/(_«+yx3)/ 

15 
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4— JU- loimt ( <-M+a|/(«+y»») | 
+ 4a»>/-^ '"»"* jx^_^_a,/r«+yx«)j' 

y(a*_b«x*)>/(«+yx3) 4ab«j/ij ^ jx)/»;-a|/(«r+yx«)j 

/ • JX 1 y^ x/— ft "^ 

y(a*_b4x4)j/(«_yxa)~2a»)/_^"'V^~ aj/{«_yxV 

+ ä^ "^ 0« = a|/(« -V)) - 

r____?!^^ i__ > _ xf/— fi - ^ 

J (a*_b*x*)j/ («-yx«) ~2aby -^"''V ^"- aj/(«_yxa)J 

1 Z', xl/», ^ 

25^ arc ^tg = ,j/(^:_y^2)/ 

r ^x^ 1^ ÄW--j^+ 

y(a*-b*x4)|/(— «+yx«) — 4a»j/— ^ '"^* (4^=^ * 
.a ^/(-« + yx») ) 1 , ^ jx/,, + al/(— « . 

=a|/(-«+yx«)) +4^;5j7^''«"*fxi/,,-aV^(_«: 

. +yx«) | 

r x^^x 1 . Ax\/-u. 

. +a/(-.«+yxa) j . I_, (xl^laJ/(_«. 
• -aJ/(-«+yx«)| "•■ üb^p^ '"«"* jx^^,,+aJ/(_« •• 






jx^i: 



§. 09. 

ax^+bxN-ii)4:P5x. 



r ^ _ 1 

y (ax»^+bx^+n)p (p - 



- l)nax'-i(ax' + bx'+")P~i 
pr+np—n— 1 r ^x 

"*" (p— l)na yx'(ax'+bx'+»)P-i * 



/< 



X^Sx xm-r-n+i 



(ax' + bx'+")P (p — l)nb(ax' + bx'+'»)P-J 

"*■ (p— l)nb y(«x"^+bx^+")P-i' 

/X™ÄX jin-r-iiH-i 

(ax' + bx'+»)P "^ (m— pr— np + l)b(ax»+ bx'+°)P-i 

(m~pr — a+l)a r x™-»^x 

(m ~ pr — np+ l)b J (ax** + bx'+»)P * 

/ x^Sx _ x™-'+i 

(ax'f + bx'f+»)P ~ (p — 1) na (ax' + bx'+")P-i 

(m+D — pr — np+1 P x^-^öx 

(p-l)na y(ax'+bx'^+»)P-i* 



/ 



Äx 1 



x""(ax'+ bx'+»)P (p — l)Dax"»+'-i(ax'+bx'+»)P""* 
m — n+pr+op — 1 /* 5x - 

"' (p— l)na J x»P+ '(ax' + bx^+")P-i ' 

/ 3x 1 
x""(ax'+bx'+'»)P (m+pr— l)ax°-+-'-i(axf +bx'+'>)P~^i 

(m — n+np+pr — l)b /• $x 

' (m+pr— l)a J x°»-°(axf +bx'+°)P ' 

ax(ax^ + bx'+»)P = ^. ,Z , / H -7^ — XT 

^ ^ pr + .np + l pr+np + l 

/x'ax(ax' +bx'+»)P-i. 

J ^ ' m+pr + l ' .m + pr+l 

x>M-r+i»3x(äx'+ bx'"+")P-i. 



/ 



(m+pr+Dp+l)bJ >■ ^ '' 

y' ., .. ii V- x'"+*(axf+bx'+»)P . pna 



/■ 



x'»+rei(ax' + bx'+»)p-i . 

15* 



JLM.\ß 



_(m^n-pr-Dp-l)brfa ^^ ^ 
(m — pr— l)a J x™-»^ 

/«x . . , _L.. (ax' +bx»+*)P 

X« ^ • -^ (m — pr — top — l)x"*— * 

H52 rJ!L (ax^ +bx'+H)P-t. 

m— pr — Dp — Ijx™-'^ ^ 



§. 100. 



y' «X 
x-(c+dx)j/(a+bx)- 

x(c + dx)J^(a + bx) ^ c/xj/Ca + bx) c 

(c+dx)j/(a+bx)- 

x«(c + dx) j/(a + bx) ~ c yx«l/(a + bx) c« 

y*fa__ . d* r Jx 

xj/(a+bx) + c« y (c+dx)|/(a+bx) • 

r ax 1 r Jx £ /^ .gx 

yx»(c+dxy(a+bx) ^ cj x»j/(tt+bx) c« y xaj/(a+bx) 

. ''■ C y x)/(a+bx) c^y (c+dx)j/(a+bx) * 

y . Jx _^1 r ix d r jx 

xin(c+dx)|/(a+bx) ~ cy x^-j/Ca+bx) c*y x«^ Y(*+'^») 

T c« yi»-» f/'Xa + bx) — c"* yx^/(a + bx) 

— ^ r gx 

"*■ c'"y(c+dx)j/(a+bx)- 

y gx _ 1 r dx 
x»»(c + dx)>^(a + bx + yx«) ~ cyx">|/(a + bx + yx«) 
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d / * fa d« f ix 

d'"-^ /* gx _ d" 

**" — c« JxJ^Ca + bx + yx«) + ^ 



y(c+dx)l/(a- 



(c+dx)|/(a+bx+yx«) * 



/(c+dx 



§. 101. 



x-gx 
:)f/(a+bx«)' 



y] ix 
(c+dx)j/( 



, 1 . . (ad — bcx 

Ja+bx») ~~ — j/(ad2+bca) ^^ j i i 

. +V(a + bxg)/(adg + bcg)) _ 1 

• + dx I J/ — (ada + bc«) 

i', ad — bcx I 
* *^ f/(a+bx2y— (ada+bc«)r 
y xgx 1 / » jx c 

(c + dx) j/(a + bx«) ~ d y|/(8 + bx«) "" d 

J(c+dx)y(a+bx*y 

y xHx _1 r xSx c^ /» ix 
(c+dx>|/(»+bxa) ~- dy|/(a+bx«) d»yj/(a-i-bx«) 

c« / * ix 

^^.J(c+dxyy(ix+hx^) ' 

y x»fa _^1 r x^Sx __ c^ f xix 
(c+dxy (a+bx«) "~ d/ j/(a+bxa) A"^ J \f {f>r\-\>x^) 

c» r gx c» z' gx 

"*"d«yj/(a+bxa) d»7(c+dx)j/(a+bx«)* 

(c+dxy(a+bx«) ~ dj |/(a+bxa) '^ ] \ (f.-'t-hx*) 

— / *'"~'^» . c"~^ / * dx _ c" 

dVj/(a+bxa) ***^ ^ d» yj/(a+bx») + d= 

y(c+di)i7( 



c+dxy (a+bx«) * 
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$. loa. 



x«(c+dx)|/(a+bx2) • 

y' tx. 1 r Jx d 

x(c + dx)^(a+bx«) ~ "^y^Ca + bx^) "^ 

r__Äx 

y(c+dx)|/(a+bx2)- 

y^ gx _ 1 r gx d 

x«(c + dx)J/(a + bx«) "^ cyxYCa + bx«) ' c^ 

y gx d« r öx 
x|/(a+bx2) ■*■ cV (c+dx)^^(a+bx2) • 
y Sx 1 P 8x d 
x»(c + dx)|/(a + bx«) ~ c^x^Ca + bx«) c'^ 



2 

«X. . d« r Äx d» 



r öx. d^ / ^ gx 

Jx^YQi+hx^) "*" ^yxj/(a + bx^ 

/ gx 
(c+dxV(a+bx2)- 

y ax _ 1 r . ix d 

x'»(c + dx)]/(a+bx«) ~ iJx^QsL + hx'^y ^ 
/ fa dg r gx ^ d°^i 

y v dx — d;^ r dx 
xj/(a+bxa) + c«y(c+dx)|/(a+bx«)- 



§• 103. 

/l x»fa 
(c+dx)/(a+bx+yx2)- 

ad* — bcd + yc* = f» gesetzt . 

J(c+dx)]/(a+bx + yx2) "^ ^ V^ ^'^^ j ~^ • 

, +(bd — 2yc)x + 2)/|ii . ^/(a + bx+yx*)l _ _J_ 

•+dx f y-f* 



arc 



( _ 2ad— bc+(bd— '2yc)x ) 
(ß-2j/-^.j/(a + bx+yx*)f 



/• x^ 1 / » ix ■ 

(c+dx))/(a+b<+yx«) ~ djy(si+bx+yx^) ~ 

y ix 
(c+dx)^(a+bx+yxa)' 
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c 
" d 



/• i'^x 1 / * xSx c 

(c+dx)j/(a + bx + yx2) — dJy(ii + hx + YX*) d» 

y Sx ^c* r Sx 
^/(a+bx+yx«) + d» y (c+dx)y (s^+bx+yxa) ' 

/ x^fa 1 /* x'p-iax • c_ 
(c + dxy (a + bx + yx*) " d / J/ (a + bx + yx*) d« 

^(a+bx+yx») + d» y |/(a+bx+yx») **^ ± "dS~ 

|/(a+bx+yxa) + di^^J (c+dx))/ (a+bx+yx«) ' 

-—7 — ; — TTTT^T — , . ■ , ^ Sind die Formeln 

x"(c + dx)}/(a + bx + yx*) 

§. 100 anwendbar. 

§. 104. 

/• ji^Sx 
(c+dx2)j/(a+bx2)- 

f Sx _ 1 , (c|/(a . 

y(c+dx2))/(a+bx«) ~ |/(bc2 — acd) ^ 
.+ bx«) + x|/(bc2 — acd)^ 



•+dx«) [ j/(acd — bc«) 

( xl/(acd — bc«)] 

'"r"^ V(a+bx-^ 

r . .^^^ _ 1 , ^ . (dl/(a . 

y(c+dx2)/(a + bx2) |/(ad2 — bcd) ^ ( J/(c • 

■f bx«) — . |/(ada — bcd) ) ^ 1 

^dx») ) ~ |/(bcd — ad«) 

3,,L_ d t/(a + bx«) ) 



/ x«fa _ 1 r H _ c_ 



(c+dxV(a+bx*)- 

y^^ xMx 1 r xfa _ ^ 
(c + dx«)j/(a + bx«) ~ dJl/Ca+bx«) d 

/ x>x 
(c + «xy(a+bx«)* 

(c+dx«)f/(a+bx«) ~ jy J^(a+bx«) dVF(ä+^ 

d* y (c+dx)/(a+bx«) • 

y * x^Jx 1 r x^dx c^ p xSx 

(c+\bi^)V(ti+hxi) ~ dyi/Ca+bx») ~ dSy j/(a+bx*) 

c* r x5x 

■^day(c+dx;j/(a+bx«)- 



etc. 



y~( 



§. 105. 

»ax|/(a+bx«) 



c+dx«) 



r3xl/(a + bx«) _ b f Sx f^_^\ 

J (c+dx«) ~ d y J^(a + bx*) "*■ V d>^ 



y;^ 



dx 



;c+dx«)j/(a+bx«)* 

/ x3xt/(a + bx«) _ b ^ xdx . Z' _ ^^ 

(c+dx») — dyj/(a + bx») "•" V dy 

y xffx 
(c+dxa)j/(a+bx*) • 

/ x*Jxt/(a + bx«) _^ b r xHx t {^_ ^^ 
(c + dx«) ~ dj |/'(a + bx«) "*" Vd d« J 
y * ^x i^ac bc^\ r Äx 

j/(a+bxa) Vd dä"/y(c+dx«)J/(a+bx*y 
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^»3x|/(a + bi«) b /» x'Jx |^a bcX 

J (c + dx«) dyi/(a+bi*) + Vd d«J 

y ' xJx /^ac bc*\ / * xdx 

^^(a+bi») Vd d»^yy(c+dx«)|/(a+bx«)' 

/ x*Jxt/(a+bx«) __ b /* x*fa i^a bc^V 

(c + dx«) ~ d 7 1/ (a + bx«) ■*" Vd ~" d«7 
y * x«fa _ /'ac _ bc«\ p ix ' fM* 
|/(a+bx») Vd» d» //^(a+bx*) Vd«" 

bc»^ f «X 

■>y(c+ 



d» yy (c+dx«)j7(iTta3) 
ete. 

Integrale 

von Differentialformeln^ die ans algebraischen 

nnd transcendenten Functionen znsaaunen- 

gesetzt sind. 

i. 106. 
YÄx 



fi 



logDt »X V 

Y und X stellen algebraische Functionen der veränder- 
lichen Grofse x vor. 

/• «X I , X , logntx , , lognt*x lognt'x 

/' Äx ... logntx lognt*x lognt*x 
j = log logntx j_ + i.-j-^-|.j-^ 



lognt^ 



, lognt *x 



lognt X y lognt (x"+i) J lognt z * 



16 



JS2 

lognt H lognt x "*" l J lognt x 



ß 



logot 3x ~ 2 lognt «x 2 lognt x "*" 2 



f^ 



lognt X 

rx«Jx ' x»-*'i , (m + l)x"+^ 

Jlogat'x ~ (n— 1) lognt "-Jx (n— IXn— 2)lognt'^-2x 
. (m+l)2xM-i ^^^ (m. 



(n— IXn— 2)(n- 3) lognt »»-« x ' (n— l)(n— 2) • 

:(n_3)etc. 3.2.1 lognt X "*" (n-l)(n-2)(n-3)etc. 3.2.1 

x^8x 



h 



lognt X 

y r ifffa _ x°H-t> ; i 1 

j/lo^t X <m + l)l/Iog9t X J • (^01+ 2) lognt x 
1.8 1.3.5 1 

"*" {(2m+2) lognt xja "^ {(2m+2)logntx}3 ^ ^'j* 

x™dx x«»+i ■ (- , 1 

1 + 



/^/logot i (m + 1) ^log«t 1 .r " ^^m + 2) logat x 

1.3 1.3.5 

etcs. 



^ * • »■*• ' 



. ' , K2«n+2)logfftxj»^|(2m+2>jognt>i» 

y * Yfa _ Y» yx 

lQ^tpx~ (n— l)logDt"-»x (n— iXn— 2)lognt»-*x 

=• "■ ^ ■'■'■■' ■ ■ "^^'^ •' - ■. .o- ^>(Yx) 
(n— l)(u-2)(n— 3)lognt"-»x ftT"' 

■ • .y? ^ J!_CJC') . Y"' = ^' ^'^^ ctc 
dx ' Sx 



§. 107. 

f^ix lognt "X. 

/Äx , 1 ^ . , 

-. lognt "X = -— |. legat «^»x. , 



' / •* 



«X 



y» x™+i L 1 

x-Äx.logntit «^ jlognt Jc _^:p^ 

x-«l logrt »x = ;^ jlognt *x - ^;q:i lognt x 

"^(m + !)«(• 
x"«! lognt »X = ^^ J lognt »x — ^-pj lognt 

, 3.2 , ^ 3.2.1 ). 

x^Silogaf^^^-^-^^ jlognt»x - ^^-pj lognt -»x 

+ H^l) logut -«x - 5^"^^ lognt»-»x etc. !. 
^(m+1)« ^ (m+1)» *^ j 

/lognt PxJx = (— l)f 1 . 2 . 3 . 4 etc. px |l — lognt x' 

lognt »X lognt «x (— 1)P lognt Px ) 
■^ — TTT 1.2.3* • 1.2.3etc.pj- 

A"*-i logntPxäx= >~~^* 1 . 2 . 3 . 4 etc. p 1 1 — m lognt 
+ ^lognt«x-^;2;3lognt.xetc.^j;^;5^1ogntPxj 
/yJx lognt "x = Y' Ipgnt »x — nY" lognt 'i-^x + n(n 

' ■ r rY'dx 

—1) Y"' lognt »-«X etc. Y* = 1 Ydx; Y"^ /— ^ ;' 

-^ lognt X = ^ lognt X . l«gnt -^^^ -+^ 

. b«x8 bSx« , 

(3a)«a ^ (4a)8a« ' 

r_^ lognt X = g <ognt X . lognt (a+bx) — ^ lognt «bx 

a a« a» a* 

T Px *" 2«b*xa "*" 3*b4x» 4»b6x4 ' 

16* 



'.»-'•^"*%tc 



Y»ognt(a + bx) = logota.iogQtx + ^ — ^^ 



b'zS 

a« 



y^lognt(a + bx)«41oCTt«bx- 1 + ^^ 



3ab»x» 
x"H-i 



a* 



x"fa lognt (a + bx) = jj^-p-j lognt (a + bx)— ^j-p-j 

rx"H-ijx 

y a+bx • 
/y«x lognt X = logt xyVto -y^j^^j. 






a»Äx = 



§. 109. 

ß^Xix. 

a* 



aF«Äx = 



lognt a 



m lognt a* 
a*x a* 



lognt a lognt ^a * 
I SA _ »'^* _ 2a«x 2.1a» 



lognt a lognt •a lognt 'a * 



y*i M — ^''^' na'x"-^ n(n — l)a»x'~a 
lognt a lognt «a lognt »a 

n(n— l)(n— 2)a»x'>"> n(n— iXn— 2)etc2.1a» 

lognt ^a ^— lognt ■+ia 

y\ .• (— l)»a«1.2.3etc.n (- i * . ^t* 

^'^■** = (lognt a)»4-i f -^ *^8"'* + O 

lognt *a- ^ lognt »aetc. + j^^J^ lognt-aj. 
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iVix I . I X lognt a , x* lognt ^a , x> lognt 'a 
y_- = logntx + — ^+ ^^^ + 1.2.8.3 

x< lognt *a 

+ i.2.a.4.4 ^ 



a<Jx 



AiMx a* a* lognt a lognt 'a Ai^fa 

y"!» 2i« 2.1.x + 2.1 y^T" 

/&*Sx. a* a' lognt a 

^5 ~"(n — l)x«-i ~ (n — l)(n--2)x— » 

a' lognt »a a^ . 

(b— iXn— 2Xa— 3>»-» '" (n— iXn— 2) • 
. lognt »-«a lognt °^*a 

•(n— 3) etc. 3.2. Ix + (n— IXn— 2Xn— 3) etc. 8.2.1 

r£Sx 

/i»Jx _ a« ( 1 1 . 1-8 

pr ~ fTi jlognt a ■** 2x lognt «a "'" 2«x« lognt »a 

+ 2»x» lognt *a ***^j' 

/i'«x _ a« (2x ggx« lognt a , 2»x» lognt «a 
pr~fijr TS "*" 1.8.5 



2*x* lognt «a ^ l 

- i.a.5.7 ^^- 



a"ax 

= a« 



/•a»«x 
1-x 



1— X ((1 — x) lognt a (1 — x)« lognt »a 

1.2 1.2.8 

"*" (1 — "x)» lognt »a (1 — X)* lognt *a 

+ (l — x)» lognt »a***^'* 



y;..,-,, = y;^ Ji + lüi^ + 



n*x*lognt*x 



, n'x* lognt •! ^ - 



etc. 



/•• 



im 

y a Äöx — j^^^^ ^ j^^^ jj^ T j^g^t 8a lognt ^a 

X'=2; X"==i^5^; X'" = *^ etc. 
dJL 6x öx 

YSx = a^y — a^lf" logtit + a*Y'" lognt «a — etc. 

Y' = /Vfai Y"=t= /y'äx; Y"' = Ct'Sx etc. 

Für die Basis des natürlichen Logarithmensystems = e ist 



. ■ » 

m 



§. 109. 

/e!»* cos uxSx, - /^* *'" n^cdx. 
. c = 2^718 2818 etc. 






_ _ m COS nx + n sin nx _, 
e"« cos nx5x t=s — ^^r-r — 5 • « • 



_ . . m sin nx — n cos nx ^, 

e"^ sin nxjx = 5—- — . e"*. 

. m* + n^ 

e"?*(m sin x — cos x) 
e™* sin x^x = — ^ ^ 



/e"«fij 

ß 
ß 



m/* + l 



^ ^*smx(msinx — 2cosx) 1 .2 

~ ir«'+l *" m(m« +4) 



^ e™^ (m cos X + 2 sin Ix) 

e°" cos xöx = — 'T-^^ Oft ' — ^"^ 



m* + 4 ' na(m*+4) 
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y»* -w-« t. c"* sin ■•-ix(Äi8inx — neos x) . ja(n — ^1) 
m« + n« ^ ma+u« 



810 ■— *ix. 






/ 



e"*» cos »-»x^x. 



§. 110. 



• • 



/xP sin nx Jx , / xP coa qxSx. 



xP sin nxäx = — ^ (p sin nx — nx cos nx) — "^ (P T" ^) 



~2 sin nxjx. 



yxP-« si 
xK^cosnxfa = — ^ ^ cos litt -|- nx sb nx) — '^ *^ 



»-"* cos nxjx. 



/"-* 



/' 



«Tui.1 ' / 1 «na., .^ , .(— l)P.1.2.a.4ctc. . 
xap+ico8nix3x^= — x«P+i8innix+^^ <- r-r^r : 



.(2p+l) ( .: X . . . i.A\ 

:^-2^ ^ \A cos mx sin (mx) . -- — ) 



/ 



x«P+i sinmxdx = x*P+icosmx+^^ ^^^^^ \ 

/i«P+« «in inx«x =?= — - x«H-a «ös apt + ^4^ x*^» 

. 7 < - (— 1)P' l.,2 . 3 . 4 etc; (2p + 2) ( ^ 
"min«) + ^ ^ ^ ^,p^.a ■ "^ Y T "" 

\ ••■ • - • 1 . i . J\ 

. sin mx — r— 

' m *x 



im 



la»X3x = j— ^ — , t «a ^ lognt »a lognt^a 



iX' _„ax'^^^ 



A'YJx = a^ir — a^ir«» logBt .+ a«Y"'; lognt «a— etc. 
Für die Basis de» nalürUchen Logarithmensystems = e bt 

/•etxPjx = (-l)Pl-2.2.3etcp,e« jl-^ + O 
-TJrh + 1.2.3.4 ***=• "•" 1.2.3 etc. pj- 



§. 109. 



fevi* cos nxäx, • A"* sin nxäx. 
. e = 2,7182818 etc. 






^ m cos nx + n sinnx „x 

e«« cos nxSx ==*= ^2 + ^2 ' ^ 

m sin nx — n cos nx ^^^^ 
m^ + n- 

e'^*(m sin x — cos x) 



• 111 91U MA. M \*vf» M— . 

e"* sin nxJx = _^ , ^^ ' • « 



y» e"**^msinx — 
emxsinx*x= ^ä^n 

/• d"*jAix(msinx— 2cosx) ^- » ^ ^.nn 

/c°« sin «xäx = m^'+lt ^ m(m2 +4) 

/enix (nt cos X + 2 sinix) 
«C0SX3X=-^:: «1? + 1 ' "'/ ' ^ 

/• ^ c«*cosx(mco8x+2sinx) __l-_2^ m, 
c™« cos «x5x = in» + 4 ^ ^(„,2 +4) 
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/^mx sin n-a Jx. 



/ 



*„, „ ' «™*cos **— *x(iiicosx + nsmx) . nCn — 1) 



/ 



gl*! COS »-»xÄx. 



§, 110. 



» 1 



IxP sm nxdx , 1 x^ coa nxSx. 



/ 



— s~ (p sin nx — nx cos nx) ; 



■ ^ x*^ — * p -^ 

xP sin nxäx = ^^ (p sin nx — nx cos nx) — -^ (P T" ^) 



/xP-2 si 



~2 sin oxdx. 



/ 



*P-* , ^ ... . t - ^ P(P— 1) 



xP^GOshx{x = — 5- (p 00s 1I& + nx sSq nx) — 



na ^r • ^ n« 

>-a cos nx3x. 



/* 



/ 



«n^t '. 1 «n^i V , .(— l)P.1.2.3.4etc 

x*P+i cosmxäx^FT — x^P+i sinnix+ ^^ rr^s: 

m - . m^P"^^ 



1 . . k 8 .J] 



(2p+l) ( : 1 . , ; 

:^^-5^ ^ /ii/ cos mx sin (mx) . ^ 

j m ^ dx 



/ 



x*H-» sinmxJx = — ^ x»P+i cos mx+ ^ ^^''^fa'^a i 



, etc.(2p + l) ( . . . . . 1 , .8.4 
: ^-i '- U SU (mx) + ^«os (mx) • -j^J* 



/ 



x2p+2 iio inx Jx =F — ± **P+* «öS wx + -4^ 3i«P+* 



m . m- 



• 7 \ V (-l)P^l. 2 . 3 . 4etc:(2p + 2) ( . '1 
surifl«) + i ^H-% ' ; (^ ^^« "^ 

V'---- '■ ■ •'■'■'•■. 1. 8.A 

sinmx— -r— 

^ m dx 
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/■ 



x«P sin mxSx = ^ ^-^ ^-*^ IJ cos mx 



1 . 4 . //] 

sin mx — r- 

m üx 



^-^ TT + 1.2. 3. 4 ~ 1.2etc6***- 

/l.«««p,&- ^ 1.2.3.4etc(2p-l).2p 

y ° j7i[ • (a+2»)(a+4«)(a+6«)etc {a+(2p)*j 

. (2p+l) I 1 9M^) )^ 

• {a+(2p+l)»} j*W - p; . -^T"} *^-. 

In den zwei letzten Formeln ist 

zssx|/a. 

.. - , asin^x , a(a+2«).sin*x . a(a+2«Xa+4«) 

9>« = l+-XTr+ 2.3.4 + 2.8.4 

nn 'x . 
. — g — etc. 

,. a . . a(a+l«) . . , a(a+l»)(a-|-3«) . . ^ 

■ a(a+iaXa + 3») etc. {a + (2p - 1)«} . ,,+. 
2.3.4 etc. 2p(2p+l) «o '^ x. 

§. 111. 

f—H— 

j (a + b cos x)" * 

y * Sx 1 /^ b+a cos x "\ 

a+ b cos X |/(a*— .b*) V . a+b cos xy* 

y * ix 1 , ( b 4- a cos X + ^ 

a+bcosx — |/(ba— a«) ^^^ \ 5T • 

, 8inx.|/(bg— a«) ) 
* b cos X j* 
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sin x8x 1 , . , 

—TT ^ ~" r ^^E^^ (a + b cos x). 

a+ b cos X . b ** ^ ^ 



f cos %Sx X a /* Sx 

ja + bcosx^"B bya + bcosx' 

r fa _ 1 f—h sinx AJi_^ 

J (a+b cos x)2 (a^— b«) Va+b cos x J a+b cos xJ * 

y * €08 x6x 1 ^ asinx , f 8x \ 
(a+b cos x)a ~ (a^— b») Va+b cos x ~ jBL+bcosxJ' 



cos x3x a siD X 



/( 



(a+b cos x)"» (n — 1) (a« — b^) (a+b cos x)a-i 

1 Mn — l)b — (n — 2)a cos x 

(n— l)(aa_b«) J (ä+b cos x)»>-i 



Sx. 



Sx — b sin X 



(a + b cos x)a (n — 1) (a« — b^) (a + b cos x)»»-a 
. 1 f ( (n^l)a-(D— 2)b cos x ) , 

^ (a— l)(a2_ba) J \ (a+b cos x)«^-! j ^^ 

§. 112. 

öx /• xäx 



j a + b cos X + c cos 2x ' J a + b cos x + c cos 2x ' 

r fa = _ r (iJil 1 

ya + bcosx + ccos2x ^ |n mj |/(jS2 — 4^^^) 

arcftg = M^!=*^rLii£iK ,U i) _J_ 



. arc Jtg = 2 («-y) sinx 
f m — n+(m+n)cosx| 

cosxJx , (1 . 1 



y ^ cos xdx (1 1 

a+b cosx + c cos2x *|iäi "*" m( )/(/3a — iay) 

I m+n+(m — n)cosxJ n |n mj a — y 

(^ 2(a — y) sinx i 

.arc hg= \ ^; 1. 

I m — n+(m+n)cosx( 

Für die Torstehenden Formeln ist 

a+b+c=ina; a— b+c=n«; jS«— 4ay=J(m— n)«— c; 

(a— y)2 = J(m+n)« — 2c. 

17 



ISO 



f H _4c p ix . 4c 

ja+bcosx+ccosSx J Jb + J +Jcco8x J 

y] fa^ 
b — ^ + ^ c cos X ' 

y» ix b+^/ * ix h—J 

a+bco8x+cco«2x~ J Jh + ^ + Jccosx A 

yix 
b — J + Ac cos X 

A rrryib»— 8c(a-^c)}. 



§. 113. 

fx^ix. 

X soll eine algebraische Function von x und if; einen 
Bogen darstellen, für welchen eine trigonometrische Linie 
als Function von x besteht. 



y-gm^l 1 

x«ax arc (sin = x) = ^^ arc (sm = x) — ^j-^j- 



fi 






/i 



X^X 



J/(1^X^) 



arc (sin = x) = — arc (sm=x) . /(l+x«)+x. 



x^Sx 



;. arc (sin = x) = { — ^ x j/(l— x*)+ i »rc (sin = 



yv(i-x2)' 

=x)} arc (sin =: x) + J X«. 
.arc(sin = x) + i3^^ + i^ 



y* tx ,, . xarc(sin=x) , ., .,< _„, 

/• x^x ,. . arc(sin=s=x) , ., 1— -X 

^7^^^-^5J3 arc (.m = X) = -pp— ^ + i log j-j-^. 
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1/(1— x^) ^^ ^"^^^ :t= x) = — i {arc (cos = x)}«, 

x^fix arc (cos = x) = — -=■ arc (cos =• x) + — r-^ 
^ ^ m^-l ^ , m+1 



1/(1 -X«)* 
/i:f^arc(tg = x) = i{arc(tg = x)}^. 

x-Äx arc (tg = x) = ^^ arc (tg= x) - ^^^ 



•x">+i^x 



/l-^ arc (cotg = x) = — i { arc (cos = x) ! ». 

y» x"+* 1 

x"ax arc (cotg = x) = ^^ arc (cotg = x) + ^ , ^ 



/■ 



x™4-i^x 
1+x 



2 



x™Äx arc(sec = x) = — r-Yarc (8ec = x) -r-rj- 

^ "^ m + 1 m + 1 



/ ' x"gx 
j/(x2-l)- 



y» X"+i , Nil 

x"Äx arc (cosec = x) = — r^ arc (cosec = x) + — r-tr 
m+1 m -}" X 



y * x"3x 



x'Sx arc (mit s= x) = ^j-j-j are (sinv = x) - ^^-^ 

V/(2x-xa)- 

/l/(2x-x«) "" ^"°^ '^ ^^ "^ ^ ^*''' ^"° '^ ''*• 

y/« /» SxJXSx 

Xix arc (sin = x) s= arc (sin == x) I XJx — f j77j:i:^ • 

IXJx arc (cos = x) = arc (co» = x) jxix + f ^(i^j%) ' 
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ykdx arc (tg = X) = arc (tg = x)yxfa ^ y.^^ , 

ßux arc (cotg = x) = arc (cotg = x) fxSx + f^^. 

ßiz arc (sec = X) = arc (sec = x) fxSx — fj^f^^ ^ 
J ^ J yxpCx«— 1) 

yXÄxarc(co«cc=x)=arc(cos€c=x)/xjx+ f-Jä^E^ 
'J Jxy(x^—iy 

yX9x arc («inv=x) = arc (smv=x) fx8x~ f ^"^^ 
J yi/(2x— X«)' 

Integrale zwischen Grenzen. 
§ 114. 

/x"»Äxj/(a« — x*)±» . 

/•■ Sx _ n 

J V(aa — x«) — 2- . 

/ * xSx _ 
j/(a«-xa) -'• 

/ » x^Sx _ 1 , » 
i/(a»-x2)-2* ■2- 

/ ' x'8x 2 3 

j/(a« _ x») - 3 * • 

/ ' xap Jx 1 . 3 . 5 . 7 etc. (2p— 3X2p— 1) ^ „ 

j/(a« — x»)~2.4.6.8etc.(2p— 2)2p *'-2* 
/» xgp+ijx _ 2.4.6.8 etc. (2p— 2)2p 
l/(a2— x2) ~ 3.5.7.9 etc. (2p— lX2p+l) "^ ' 

Ax>/(aa-xa) = aa,|. 
y"x5xj/(aa - X«) == ^. 
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rx»«xj/(a«-x»)=|.^. 
J ^^ •'~4.6.8.10etc. 2p(2p + 2) 



a*P+a «. 
4 



A»H-i W(a«-x») - 2-4.6.8 etc. (2p--2)2p 
f "K<. *' — 5. 7.9.11 etc. (2p + lV2l 



(2p + l)(2p+S) 
a*P+a 



n^/o.^ ^*Y _ 1 . 3 . 5 . 7 etc. (n-g)n 
7 ^^ ^ 2.4.6.8 etc. (n-l)(n 



+1) 



• 2* 



/'xap+i Wfaa—x»^« = 2.4.6.8etc2p 

»^^ ^ (n+4)(n+6)(n+8) etc. (n+2p 



2^+2)> 

a»+2p+3 

n+2 • 



/"x»Paxt/(a«— x«)" _ 1 . 3 . 5 . 7 etc. (2p— l)aaP 
«/ ('»+3)(n+5)(n+7) etc. (B+2p+l) 

/'(5xj/(a*— X«). 
§. 115. ^ 

/x>»dxj/(l— X"). 

/*__«x____» 
^(l_xa)-2- 

/' dx 

/*» x'Pfa 1 . 3 . 5 . 7 etc. (2p— 1) « 

J )/(l — X«) 2.4.6.8etc2p '2- : 

r^ x'H-igx _ 2. 4. 6. 8 etc. (2p) 1_ 

oJ 1^(1 — »*) 1.3.5.7etc (2p— l)*2p-|-l' 
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/» x9ix r*« x H-iji _ 1 « 

/i xPjx /*! xH-«fa 1 « 

j/a-x*)- / ^^(l-x*)-2(p+l)'2- 



7C 



/^ tx n 

n ^ ' • 

|/(l_x«) sin- 



n 



!•' x})'(-*l + xP) «nj 

/t xFJx . r» xP+"3x 1 « 

J/(1 - X*«) • J J/(1-X««)-B(p+1)'5- 

/^ fa r^ x'fa 1 » 

|/(l-xa-)' J 1/(1 — x2")-n-2- 



, für n>m — L 



. mTi; 
n Bin — 
n 



0»' 



§. 116. 
r ^ XSx 

6 = 2,7182818 etc. 

* «X 



l + x» — 4 





ix 



/ 'St IC 

H-x»~4 



are (tg =r a). 
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. l+x^-2- 

r » Sx 

' — (2r)"+i|. 



• 



, Sin (ni + 1)— 

P 



m — p 7c 
cos 



m + p * 2 
1 xin— 1 — xP— ' n m — p« 

'x«+p_i •^''— s+^*«iMrp'2- 

xm-i — xP~^ . 2it ^ m — p « 



J . x-H-P— .1 '^^""m + p^^mTp'^' 

J n:i5=~'«J2-^ « + *• 17278 

— sin « |— 0,5772157 — lognt « + i . jpg 



a* 



-^riräTi**'^-^' 



y r+ii *«»=««'«] i - « + i . 172T3 

~*-1.2.3.4.5***^j' 
+ cos « j— 0,5772157— lognta+l . j^ 

"*• 1X3.4 + **T 



186 






«3 



• 1.2.3 

+ *1.2.3.4.5***^j* 
4Je-«+ e«j j— 0,5772157+lognt« 

+ i- 172 + *• 1.2.3.4^**^ 



'/^''=*h+4 + *T:^ 



«» 



+ ^1.2.3.4.5***^ 



+ ijff-* — e«j j— 0^772157 + lo^t a 



«» . . «* 



+ 4 • 1-Ö + i • T-ö-ä-I «*<=•?• 



1.2^*1. 2.3.4 



f* gin bx ^j 91 

^y r+i^ 2i5 

/■ cosbx . « . 
rrä^i» 2ä* 



e ». 



§. 117. 



/ 



zwJx. 
€ = 2,7182818. etc., z und w Functionen von x. 

y"xPa-'gx == 1 , 2 . 3 . 4 etc. p . ^^^ ' ^^ ^^^^^ , 

/« 1 

I xPr-°«*x = l*2.3.4etc.p. jjjqiY- 

-— c-«dx = arc [tg = - J. 



im 






/"cid:« 



jf c-«Vco8 bxJx = ie-ii |/^. 

^f" sin bxfa = p^ J3^ - j-g + j-^-^ 

I "\ WO OA SSS ' VA"" 18t« > .1 

■"•' ■■ ! . j/2a ■ ^ -• , 

i-xi'e-f«'; A l.S.5.7etc(2p — 1) 

J "ipt^---'^''' 2PaP . j/a • 

/• sin bxfa /n ■ ■ 

/vcos (mx«) cos nxJx = i jcos ( j£j + «« 

f'äa (mx«) cosnxJx = i jcos (|jj — sin (^^ 

1 / jr- ; in ist positiv. 

/••rirfteiv ' « \^ j. , ' (««)' _ 1 (««>' 

+ 1 __(fÜ^L-^ etc. 
^♦•1.2etc.6.7 

18 





/•cos «X - /% ch/ \\ X («»)* 

/•sin «X . /« ^/ ( • /.«a j (aa)» 

-pr *^ = l/ä^-^»^*- i*--"T - * • 171:3 



9b 4 






:.T 



~ ♦• 17273 ''^*'-^' 



T5r = K« ~^^f - 4 • r + * • 1:2 



» . 






rt-^Sx = - 0,5772157 - Iqgnf <^ + f ~ ii j?^ 

• . I f • ^. ^ 






r • •^, •* 



^'17273 



etc.; a=5=+, «:==:+. 



J"«-« ^ = -«;5772l57-lognt «a 4-^^ -1 ^ .^ 



/ 



+ i' l 2.5 *^^ 8i = +> « = +. 

' x«+/rogntx == - 0,5772157 - lognt (a logot a) 
, «lognta <alognt.a)2 (a lognt a)« 

^~T~~*' 1,2 +*"t:2t^ "^-^ 

\ . ■• '. »=b+>l; « = .+. 



.'•I 
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••■■••■•' . §:■■ U8v. 

•Z 810, COS X dx. 

z eine Fanctjc^ von x. 

sin *Piäx = ÖD. 



r^. «B4.1 X 2.4. 6.8€tc.(2p) 1 

/** sin «P+^x^ = i r*'' sin «P+^x cotg | ix 

sin ^Pxdx = I sm «Pxdx 



'. •" 



1. 8. 5. 7 etc. (2p — 1) 7t 
~: 2.4.^.8etc.2i> '2 ' 



cos «Px3x = OCX 



cos ^P+i^x Ä= 0. 

■ ' " . ' , ■ • ' • 



• • - 

f 

0»' 



* ii;, ■ • l. a.5^tetc.i(2p— 1) «■■-■'■' ■' , i 



- ' 



/ä' «^, , 2 . 4 . 6 etc. (:2p) 1 ' 

"^^'^^^^'"^ l.a.5etc(2p-l) äH?:\ . 
■ 1 11«- ^ ^. . . , r-^ 



cos mx sin *PxÄx t=: 0. , > 

'■ ' i . I . 






18* 



m» 



r 



€08lllXe08SPzb=--8b-^.-;sr 5^7^^; rr • 

m 2 (2« — m*)(4* — m*) • 

, (%!— l)2p 

•etc. {(2p)«— m*}* 

/2 . -» X ' ^f^ ' mic\ 1.2.3.4. 
sin mx CO» *Pxox = -iN — cos-jr-l. -jrrr sr : 
mV 2 7 (2» — m*)- 

. ' .ctc.(2p — l)2p 






• (4« _ m«) etc. {(%)«— m« } " 

* «B^« • ro^ 1.2.3.4 etc. 

cos mx cos «P+ixäx = cos -zr- . y^ st-töt: — • 

2 (1* — m«)(3a— • 

. 2p(2p4-l) 

•in«)ett.{(ip + l)2— m*}* 
n 

y'sinmx CO» sP+ixJx = (ijs* + aJn^^^.-jifl : 



• . 'a-4etc.2p(2p + l) 

•ma)(8a— -mä) etc- |(2p + 1)« ^m«} * 



/ 









eosmx BIO 3Px^k= — sin-—. .__ _ — . : 

m 2 (2«— m*)(4«— m«)' 

. (2r-1)2p^ ... / 
'•etc{(2p)a — m*}* 

«nmxsin>Pxfa = iil_Nco»'"**' l.3.3:'4. 



m| 2 j'(2» — m*)' 

. . etc.(2p^l^2R [;, 

: (42 _ n,a% ^c. { (2p>* —'«»I * 

/* • .»j., , (, . N' . nur) 1.2.3.4, 

, etc2p(2p+l) 

• (3*— m«) etc. J (2p+l)a — m« } * 

• 4»»j-t *-,_ N' m« l;2:3.'4ctc. 

m 2 (1* — m»)(o" • 

. 2p(2p>n) , A . . , ; 

• — ma)etc {(2p+l)«— m»} ' 






Fa< «Ke ktztent Gkidfuged ist . 

1.2.3.4«tc.(2p— l)2p 

1 1.2.3 1.2.3.4.5ctc» 

. :, ; J(2p~l)*~m«| \ 

■•äp(2p+i) • ' 

er-T «tt^rxdx— -7JJ . (a+2»)(a+4a) etc. {a+(2p)«|" 

/*• -* • *^i r ■l;8.3et<i;(2p.4l) "^^ 

oJ (a+l*)(a+3*) etc. {a+(2p-|-l)a | ,; 

/" * -« , M 1 . 2 . 3 . 4 etc.: (2p+l)2p . 
J ^^«>«"^«^ = p^-(a+2»Xa+4«)etc.{a+(2p)^J'. 

1» .»j., , M' 1. 2:3,4etc2^(2p-|-l) 
e V co8»P+ildx=^ p^ . (a+ia)(a+3*)etcta+(2p+l)* K 



0/ 



f 



_. y« 



a+1* '• 



Ca^pUrageit ist . ' 



^ = x|/a. ■ : . j , 

„ , . ^ . a(a+2»)^ ^, a(a+2«)^ä+4aKa^ . 
M = l + j^ + ji__^etc. l,2.ä.4etö.; 

. 6a)etc.{a + (2p+2)»} 
♦(2p— l)2p 
„, a . a(a + l«) / . a(a4- l')(a+8«)(a+5») etc. . 

"=r+-T:2:3- **"• + — 172.3.4 etc.: 

":' . {a + (2p-l)g} 

•2p(2p + l) 

/• i . :--. . .. * l -2 . 3 etc. Cn-^1) l/^n\;«^iu 
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z^-- 



«r« CO, bxÄx _ (,,4.b.)- 






/* 

I — C : ^e*<fa===arcl tg===--^~-r-^ f. 

o^ X V^ a* + of/J-/ 

rsin cfX ---^^ /*. «X 

__-.er-»«c=.arc(^tg = jJ. , 






äx .^ e-/'* h^ + ß^ 

'' — - — €0« bx5x = i lognt ■ ^ .■ ^, . 



;» 



f 



^-^ dx^jb^t — 



*-^ üiL'^j^avirnv— *• .•. ■ f' ;.' .» 



X ' « 



xa-i_;i(J- 



logntx <•> p 



§. 119. 



t 

rxiog 



_zjx. 



/*lognii(l + a*-f ^aco8X)'ax=0,füra<i 1, , 
^"lognt (1 + a* -i;. ^^i x)«x =4 » tegnt a* für a>+l. 
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t « ' • 



. logöt (l 4it4:o8 x) fa = — w lognt 2. 

. •* ' t • 

Ibgnt (1 — cos !:)•& == — » logut 2. 

lognt sin xjx = — n lognt 2. 

/« lognt sin X ^ 'jj •'l — aax 

1 + a^ + 2ir^^ ^^ .- r=ii;5 Jog^t v-2— / 

' fjir a<+l. 

f^ lognt sin x ^ ^^/'a?— IX 

r , . . . , a ist positiv, 

^, l + 2acosx + a2 * ' - 

1 + 2ä cös ax + a? 

/^""-i^fc*^ 1 ^ i+ 2a cos^ + a« \: * 
J »2 "'^ 1 4- 2a cos ax + a* 

Y • «OS kx lognt (1^ +^ 2a coii äx + a^) Sx ^>(k k nnd a 

luod zw4- beliebige' Zahlen« 
bos Xx 'tegnt (1 + 2a cos x + ^^)5x = 2jt (— l)^i 



o 








/ 



a^ 
• — fur.aa<Xv 

coü to lognt (1 + 2a cos X + a^) &-== 2ä (— 1)^» 



. a—* 



l 



für a2>l. 



r coakxlognt J-±|i2^1+4ax = 2;.l(_l)V-i .$ 
oJ l+Zacosox+a* P ^ k 



— (- 1)«-» . ^j für aa<l. 
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.?^_(_l)^-i.?rjf5ra»^ 
In dcD zwei letzten Integralen ist k = ra. 



/**. an. 



§. 120. 

cos mx 






acosx 



/*'* , """ ■■ at=bfur a>l; Ä fitffegjmfce and 
I r^:— aco>.x l 

' a^l; m eiDe^gaoze und positive ZahL. 

J nn^x-'^'^-Xa-a*)! « J' 

wem!^ m^ dne ' ganze uud poÄite^ ZaW ist. 



2xc (i[^ — I» , **— j** 



. ^» -- I*» • . tl;^ -^ f** j. tp""* — f*"*^* 
•^ m-— .3 Hl — ** ^ 

J ^ :\i> i- ^ ' 2l/(l*— q ). ) 

■ ,1 

In* Äesem ^Int^grale ist 
_, l+lAl-a») l_z£(ix3!),,« eine ganze 

und positive Zahl, und a numeriscb kidner als 1. 



\ 



^ -■: 



I 
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Nachtrag. 

Za §. 87. 

J^(a+bx+cx«): 
Za §. 88. 

2yj/(a+bx+cxa)* 
Zu §; 89. 

y«x>/(bx + ex») = (I + ;^ /(bx + cx«) - ^ 

y ^x 
j/(bx + ex«) • 
Zu §. 90. 

Zu §. 91. 

yixV'(a+cx.) = I /(a+ex.) + | f^^^ . 

Za §. 92. 

/l^^+cx.) = /(a+cx») + a/^7^) • 



19 
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Foimeln für Linien von einfacher 

Ejümmung. 

I 
I 

Allgemeine Ansdrücke 

für die auf krumme Linien sich beziehenden Bögen, 

Fliehen^ Körper^ Winkel und Linien. 

. §. 121. 

I 

Für ein rechtwinkeliges Coordinatensystem sei die Al^- 
scisse eines Pnnctes einer krummen Linie gleich x und die 
zugehörende Ordinate gleich y. Hiernach ergiebt sich: 

I 

1) die zu den Coordinaten x und y gehörende Bogen- 
länge za 

! 

2) die von den Coordinaten Xy y and von 8 einge- 
schlossene Fläche zu 



=/' 



yfa, 



3) die durch Drehung der krummen Linie von der 
Länge s um die Absdssenachse entstehende Mantdfiache zo 



0==;23r/yds3 



4) die durch Drdiung der krummen Linie von der 
Lange s um die Ordinatenachse entstehende liantelfläche zo 

= %t IxJs, 



0' = 2;r/l 



5) der Inhalt des durch Drehung der Fläche f um 
die Absdssenachse entstehenden Konoids zu 



JL'Ei 



= np*H, 



K = 



6) der Inhalt des durch Drehung der Fläche f um 
die Ordinatenachse entstehenden Konoids zu 



■=•/ 



§. 122. 

Es sei der Winkel = er, den die Tangente eines 
Pnnctes emer krummen Linie, für welchen die rechtwinkel- 
igen Coordinaten zu x und y gegeben sind, mit der Ab- 
sdsseaachse änscblieTst, dann ist 

(1) tga = -ji; seca=: — ; co8«=— ; sma=-^. 
^ ^ ^ ^x. öx i& js 

Der Winkel /3, den die Normale eines Pnnctes einer 
Curre mit der zugehorenden Abscissenachse bildet, ist 

/J = 90 — «^ 

und ferner ist der Winkel |3 auch jenem gleich, den die 
Tangente mit der zugehörenden Ordinate einschliefst. - 

Für irgend dne krumme, auf rechtwinkelige Coordi- 
naten bezogene Dnie ist femer 

Sj 

(2) Subnormale i=;=y-p, 

(S) Normale »as y — , 

(4) Subtaogente := y-, 

Äs 

(5) Tangente = y — - . 

Es sei der Krümmungshalbmesser eines Punctes einer 
krummen Linie, für welchen die rechtwinkeligen Coordina- 
ten X and y gegeben sind, gleich p, dann wird 

19* 



l'SO 



,«_a+q.)*g,ffirq = g. 



88^ 



(«) 



iyi^x — dxi^j^ 
'^ ~ isöH — ixi^B ' 



öjÖ^s — &a«y ' 



Evolotion. 
§. 123. 

Die Natur einer als Evolate aDgenommenen krummen 
linie sd durch eine Gleichung zwischen den rechtwinkel- 
igen Coordinaten x und y gegeben, fomer seien die mit x 
und y correspondirenden rechtwinkeligen Coordinaten der 
Evolvente z, und y, , der zu den letztern gehörende Krümm- 
ungshalbmesser der Evolvente q, , und femer mögen Evolate 
und Evolvente dieselbe Abscissenachse haben, die zugleich 
mit der Tangente des Punctes der Evolute zusammenfällt, 
für welchen x = ist 

Bei dieser Voraussetzung wird 

*y/ 6x 

Wird f&r x = auch 

x, = 0, 
dann ist q, gleich der Länge des zu den Coordinaten x 
und y gehörenden Bogens s. Für diese Annahme ergiebt sich 

sjx 
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Gleichungen des Kreises« 

§. 124. 



Der Badios eines Kreises sei r. Zählt man die recht- 
winkeligen Coordinaten vom Blittelponcte desselben, dann 
ist dessen Gleichung 

(1) y =?=/('*-- X")- 

Werden die rechtwinkeligen Coordinaten vom End« 
punete eines Durchmessers gezahlt, und dieser zugleich als 
Absdssenlinie genommen, dann ist die Kreisgleichung 

(2) y = /(2«-xa). 

Nimmt man ferner den Ursprung der Coordinaten so, 
dafs die Abscisse des Kreismittelpunctes a, dessen Ordinate 
aber b ist, dann erhält man die allgemdne Kreisgleichung 
fiit rechtwinkelige Coordinaten zu 

(3) y = b±j/{(x-a)»-r»}. 

Der Badius eines Kreispunct'es^ dessen rechtwinkelige 
Coordinaten zu x und y gegeben sein mögen > bilde mit 
der Absdssenachse den Winkel a. Für die Abscisse a und 
für die Ordinate b des Kreismittelpunctes ergiebt sich nun 



- (x = a — r cos «, 
^ ^ ly = b + f sin or. 



(5) Für die Gldchnng des Kreises 

y = /(ra_x«) 
bt die zu defi Coordinaten x und y gehörende Fläche 

(6) Für die Gleichung des Kröses 

y=:y(ra-x«) 
ist die Länge des zu x gehörenden Kreisbogens 

^ = r.arclsin=:-l. 
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P a r a b K 
§. 125. 

Fiir ebe Parabd sei die Eatfeniuig des Bremipiuctes 
vom LeÜpnncte :==: Se^ folglidi, weoo der ganze Parameter 
mit p bezeichnet wird. 

Für re<&twinkeKge Coordinaten, deren Unprong im 
Scheitd der Parabel liegt, und wenn die Achse als Ab- 
sdssenachse genommen wird, ergiebt sich die Gleichimg 
der Parabel za 

(2) y = j/4ex = f/px. 

Hieraus leit^ sich femer ab: 

dUe Lange des Fahrstriches für den Panct^ dessen 
Coordiiiaten x und j sind, 

(3) v = x + ip, 

(4) tg« = i^£(S.122No. 1), 

(5) Subnormale =-|p9 

(6) Normale =K(P^ + Jp«), 

(7) Sabtangente = 2x. 

(8) Tangente = |/(4xa + px), 
der Krümmungshalbmesser 

der Krümmungshalbmesser für den Scheitel der Pa- 
rabel 

ao) 9=iP, 

die Lange des zu den Coordinaten x nnd y gehören- 
den Parabelbogens 

:.=,^(p.+i..)+j,.^(?Ki±^4±iö), 
'"^ ' =i,/(,.+4,.)+|,.^(ajK:^). 



'S 
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(fic Ton den Coordinaten z nnd y und vom znge- 
hörenden Bogen s begrenzte Fläche 
(12) f=|xy. 

§. 126. • 

Die Gleichling der Parabel für irgend emen Diameter 
derselben ist, ^enn nämlich dteaer als Abscbsenachse, sein 
Dorchschnittspnnct mit der Parabel als Anfangspnnct der 
Absdssen, die Ordinatenachse aber mit der Tangente eben 
dieses Durchschnittspunctes zusammenfallt, 

(1) y = |/px. 

Die vorstehende Gleichung der I^arabel geht in die 
Nummer (2) §. 125 angegebene über, wenn der Diameter 
mit der Achse zusammenfällt. Mit Hinsicht auf die Gleich- 
ung (2) §. 125 erhält man 

(2) P = p + 4x, 

wenn x die Abscisse des DurcbvchnittspunGtes des Diameters 
mit der Parabel bezeichnet 

Ellipse« 
§. 127. 

Für dne Ellipse sei 

die halbe grofse Achse =s a, 

die halbe kleine Achse = b> 

die halbe Excentricität =e^ nnd 

der Parameter =p. 

Zufolge dieser Annahme ist nun 

(1) aa = ba + e«, 

2b* 

(2) p==^. 



(3) P = 



a 

2(aa— e«) 
' a 
2b* 



^*^ P~V^(b«+ea)* 



1S8 

Numnt aum die grofse Achse einer Ellipse ab Ab- 
sdssenachse lud den Unprong der rechtwinkeligen Coordi- 
naten in dem dnen Endpnncte derselben an, dann ist die 
Gldchong 



(5) 



etc. 



(6) 



Zählt man die Absdssen auf der grofsen Achse vom 
Durchsdmittspuncte beider Achsen aus, und nimmt die Cr- 
dinaten parallel der kldnen Achse der Ellipse, dann ist 

''=5l/0*-'*> ■ 

'=>/o-:4)(-— ) 

§. 128. 

Die conjngirten Diameter einer Ellipse mögen 2A und 
2B und die Winkel^ welche sie mit der grofsen Achse ein- 
scUieTseO) ^ und <p sdn. ffiernach ist 

(1) j^ = tgttg9>. 

(2) a« + b« = A» + B«. 

(3) tg(* + «)=!i!±5!i=(?!z:^!)i2i2* 



1D3 

Nimmt man den Darchschnittspmict zweier conjngirter 
Diameter als Anfangspuoct der Abscissen, einen derselben, 
etwa 2A, als Abscissenachse, den andern aber als Ordina- 
tenachse an, und bezeichnet die Abscisse eines Punctes 
der Ellipse auf 2A mit X, die Ordinate aber mit Y, 
dann ist 

(4) Y = 5i/(A2_X2). 



§. 129. 

In den Formeln dieses §. sind die Abscissen vom 
Durchschnittspuncte der Achsen 2a und 2b gezählt, und 
2a als Abscissenachse genommen, oder es ist die Gleichung 

zum Grunde gelegt. 

Der Winkel 9 den die Tangente eines Punctes der 
Ellipse mit der Abscissenachse einschliefst, sei tt, dann ist 

^> *8« = -aj/(a2-x«)- 
Die Fahrstriche dnes Punctes sind 

(2) ! * 

^ j ex 

f a ' 

Ferner ist ^ 

a^ — X® 

(3) Subtangente = . , 

b^x 

(4) Snbnormale = -^-j 



(5) Normale = ~ ]/{a* — (a« ^b2)x^} , 

t/{a4-(a2-b^)x^}ia2-x»{ 
(o) Tangente = r- 9 

der Ktümmungshalbmesser ist 



20 



(7) ^ = — ., 

der Krümmungshalbmesser für den Scheitel der Ellipse auf 
der grofsen Achse ist: 

(8) 9 = -, 

der Krümmungshalbmesser für -den Durchschnittspunct der 
kleinen Achse mit der Ellipse ist: 

a^ 

(9) 9 = \- 

Es sei der Winkel gleich 0, den die Normale eines 
Punctes einer Ellipse mit der grofsen Achse einschliefst, 
dann hat man für den Kriimmungshalbmesser dieses Punctes 

a^b^ 

» = 3 5 oder 

(a2 cos 20 + b2 sin ^&)'^ 
(10) { h^ 1 



a 



'(l-?! sin «0)4" 



Die von den Coordinaten x und y und vom zngehö- 
renden Bogen s eingeschlossene Fläche ist dargestellt durch 

(11) f=g^(a2_x«)+Jarc(»in=0. 

Die Fläche eines Ellipsenquadranten ist 

(12) ^, ^ 

and die Fläche einer ganzen Ellipse 

(13) ab». 

§. 130. 

In den Formeln dieses §. ist die Gleichung der EUipse 

y^^j/(a2_xa) 
*e gelegt, oder die AbscitweD srad vom- Dar«h- 



1&5 

schnittspancte der Achsen 2a und 2b auf 2a gezählt, die 
Ordinaten aber parallel zu .2b genommen. 

Pie Länge eines elliptisclien Quadranten ist 

OT L 1.1 e» 1.1.3.1 e* * 1.1.3.3.5.1 e« 

W. 0— 2 1 2.2 -a« 2.2.4.4 a* 2.2.4.4.6.6 ' a« 

1.1.3.3.5.5.7.1 e» ) 

2.2.4.4.6,6.8.8 ' a« j' 

oder 

, 1.1 , 1.1 3.5 , 

4.4' 4. 48. 8 



(.) .=|^Ci±K),j 



1.1 3.5 7.9 . 1.1 3.5 7.9 

n' 



4.4*8.812.12 4.4-8.812.12 

• 16716 "* ^^"V 



a« — b« , 



p * 

Ferner ist der elliptisclie Quadrant auch 



— 1 



3.4' 






3.4 5.6) "*" 2*. 42. 62. 8 ( 

In dieser Formel, die namentlich ^ur Rectification von 
Ellipsen mit grofser Excentricität brauchbar bt, ist 

1 



A = — 1 



3.4 



B = A_i- 1 



3.4 5.6 

*^ = ^ - 576 ~ 778 **'• 
Der zur Abscisse x gehörende Ellipsenbogen^ ist 

20* 
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s 



1 . 1.8 / 1.9.5 



(4) _= y jl _ ^ ,« _ ^-^ s* - j-jg-gg *« 

1.9.25.7^, 1.9.25.49.9 ^,„^^^, 



£« 



^6.36.64 4.16.36.64.100 

. , . o il . . 1-3 ^ , 1.9.5 ' 1 
+ T«»29, ga* + g-32** + 8.i2:i6l 

, 1.9.25.7 1.1 1.9.25.49.9 

+ OOOÖ • O • ' ■'"8.12.16.20.24 

•2.3.4* ^ '■ 

1.1.. . ( 1.3 ' ^ 1.9.5 ^ 
~r~4 "" *9' jl27l6 * ■*" 12716720 * 
, 1.9.25.7 1 . 1.9.25.49.9 

"^ 12.16.20.24 • 2 * "*" 12.16.20.24.28 

— — «1« etc.' 
2.3 

,1.1.1 . . ( 1.9.5 ^ , 1.9.25.7 . 

1.9.25.49.9 1 ,0 , , 
■•■16.20.24.28.32 '2* ' 



1.1.1.1 . „ ( 1.9.25.7 



««• 89 ! on o/i ' ab' gö- « 



8 



1.2. 3716 "" ""^ 20 . 24 . 28 . 32 

^ 1.9.25.49.9 ,0 j. t I 
■*" 20 . 24 . 28 . 32 . 36 * "*■ ' 

,1.1.1.1.1 . ,- (1.9.25.49.9 ,„ , , 
+ 1.2.3.4.25 "'"^^'P j 24.28.32.36.40 '' "**=•>• 

Für die vorstehende Formel ist 

9>=arc(sm=^); £ = ^. 

(5) Ferner Ist für den zur Absdsse x gehörenden 
Bogen s der Ellipse 

* l.tl 1. ) 1.1. (1.3 

^•^.:- 18 ) 11-3 « 

— g— j »in g> CO» 9 — J sin 8^ cos yj — 2 i ^ 
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(1.3.5 1.8.5 . ) 1.5 . , 

. . J2:4~6 "P - 27i~6 "" "^ *'"' •» -476 "" '' *=°' 9* 

1 . . ) 1.1.3.5 . (1.3.5.7 

- ^ sm »y cos .p ^ - 2.4.6.8 ^' 12747678 9* 

1.3.5.7 . 

- 2.4.6.8 '"" f '"' 9' '*'j 

etc. ... 
In dieser Fonnel ist 6= -; g)=arc 1 sin=— I. 

(6) Die Normale' eines Panctes einer Ellipse scbliefse 
mit der grafsen Achse 2a den Winkel @ ein, die Länge 
des EUipsenbogens von diesem Puncte bis zar grofsen 
Achse sei s,, endlich sei der Krümmungshalbmesser für ei- 
nen Punct der Ellipse, dessen Normale mit der Achse den 
Winkel von 45*^ bildet, gleich r. Hiemach ist 

»/ ^ li ^3.5 , , 3.5.7.9 ^ , 3.5.7.9.. 

r=® f +.474 "' + 4-747878"* + 4.4.8.8. = 

11.13 . , , 
il2ä2 "***•=•' 

-sin20i?n+,y4v.?n»+ ^-^-Tetcll 



4 ' 4 . 8 . 12 1 ' 4 . 8 . 12 etc. 20 

5.4 



T72 



n" etc.' 



A.^ • i^r. (3.5 „ ^ 3.5.7.9 .4 . 
+ _ .^ 40 Y^ n» + ^^8.12.16 T "' 



3 . 5 etc. 13 6.5 
"^ 478lte 



.13 6.5 . i 

724 O "•"*'=•( 

1 -Afl (3.5.7 , , 3.5etc.ll 5 „ , , 
- 3 ^•" ®® J478712" + 4. 8 etc. 20 M°' **•=• 

^\ . ö^ ( 3.5.7.9 . , 3.5 etc. 13 
+ 4 "" ^® 4.8.12.16 "* -*• 4.8 etc. ^4 



. Y ö* etc.! 
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1 ,« ( 3.5.7. 9.U ^ 3 .5: etc. 15 
_ ^ «n 108 4 8,1^.10.20 "^ T .4 .8 etc. 24 



. y n» etc.| 



. etc. 
In den Torstehenden Formeln ist 

n — a9+ba- 

a* — a«x* 
tg*0=— 55^2— • 

(7) Statt der vorstehenden Formel findet sich auch 

'' ~ il + As« + B£* + Ca« 

/"l__!!\ + Dt8 etc.} 

-sin 20! A,£a+ B,£* + C,£« 

+ D,£« etc.} 

+ sin40{ B„j* + €„£« 



sin 80 { 

etc. 



C £« 



+ D,„£8 etcj 



und es ist 



13 1.3V5 ■ 1.3'».5'».7 . 

^ = 0'' ®^"läTP~' 2«. 4«. 62 ' 



1 . 3a . 5a . 7» . 9 

^— 22 . 4» . 6« . »•■« ' 

3 3«.5 ■ 32.5»^ 1. 

4, = 8' "' = ^Tl2' ^' = 8Ti2 . 16 • 2' 

3a.5a.7a.9 1 ^ 3a,5a.7a.9a.ll 
'''^ 006720 • 273 ' ^'- 8.12.16.20.24 

• 27374 **•'• 
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_ 3«>5 1 - _ 3a.5».7 1 S'.Saja.Q 

" "~ WM • 4 ' " ~ 12.16.20 • 4 ' " ~ 12.16.20.24 
1.1 S'.Sa.Ta.Qi'.ll 1 1 

•¥'2' "■^12.16.20.24.28*4*2.3 
c 

£ = -. 

.a ' .4 

(8) Endlich noch 

sin @ cos 

2.4.6 L i^eV ) . -r^ 
— i. , - }" • \ / ^*^7 *'° ^ ^®* ® 

etc. 
Für die vorstehende Formel ist 

3 ^ 3.5 5.7 ^ 7.9 , 

(9) Für eine EHipse, deren Excentricität nicht sehr 
klein ist, läfst sich der der Absdsse x zugehörende Bogen 
ausdrücken durch 

s = j/ae . jl _ A + (5 + 30(1 - e) ^ 

1 (9 +30(1-0 V ,1.3 (13 + 30(1-1») ^ 

1.3.5 (17+30(1—0* 



4.6.8 20c> 

und es ist 



E etc. 



=-:> *=i/o-;X'-.")' 



100 

3 + e _ (1 + 3f) - -VA(2 + 20 



B=-r:n — srtlog"* 



V^^=^) (H-0J3+s-V(2+2^)j 

1 ,1.3 l + 3t A 

I>=4(r+ö + 2.8-(l + .)- 4(l + .)(l + 9' 

1. 3(1 + 30 A ( 1.3(1 + 3^ )^ 

-2.8(1 + 0* ■ (i + i) \ *-8(l + «)'' 

*B, 



4(1 + t)i 



1 1 . 5 (1 + 3t) 15 + 588 + 103s « 

^ = 6(1 + *) + 4 . 12 (1, + *)a "*" 2.8.12(1 + *)' 
1 A 1.5(1 + 3«) A 



•~6(i+T)-j^x 4.12(1 + o*Yi_,_5y 

15 + 58s + 103t« A- ( 1.3.5 (1 + St)» 
-■2.8,12(1 + 0' '1+5 {4-8-12* (l + s)» 



+ 
a 

1.9(1 + 3t)t ) 

4.12(1 + s)aj • 

etc. 

Hyperbel. 
§. 131. 

• • 4 

I 

' Die gtpfse Achse dner Hyperbel sei 2a, die kleine 
Achse :2b, die Excentncität 2e und der Parameter p. 
Gemäfsj dieser Bezeidinung ist 

(1) e« — aa = b% 

2b« 
(2> ^^p, 



f 

Für die gleichseitige Hyperbel ist 

a ^= b. 

(4) Zählt man die Abscissen vom Durchschnittspuncte 
der Achsen auf der grofsen Achse und nimmt die Ordina- 
len parallel zur kleinen Achse, dann ist die Gleichung der 
Hyperbel 

b / 

y = - |/(x2 — a*), oder 



a 



/(e« — a2)(x2 — a^) ^ 
= }/ ^ ' "^^^ 

(5) Die Fahrstriche eines Punctes der Hyperbel sind 

lV=: — +a, 
a 

ex 
v = a. 

a 

(6) Werden die Abscissen nicht vom Durchschnitts- 
puncte der Achsen, sondern vom Scheitel aus auf der Ver- 
längerten grofsen Achse gezählt, dann ist für rechtwinkel- 
ige Coordinaten die Gleichung der Hyperbel 

^y = ^ |/(2ai:, + X,«), oder 

(7) Es sei der Diaineter eines Punctes einer Hyperbel 
2A, der zugehörende conjugirte Diameter 2B, der erste 
schliefse mit der grofsen Achse den Winkel i/;, der zweite 
aber den Winkel tp ein. Hiernach ist 

— = tg g) tg if;, 
a* 

AB sin (g? — tf;) = ab, 
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A « sin g> - cos <p . . 

cos ^ sin {q> — tp) sin i(; sin (g) — 1|;) 

cos (p sin (qp — i/;) sin g) sin (tp — il>) 

A3 — ßa ;^ a« — b«. 

(8) Es sei der Ursprung der Coordina^ten im Durch' 
schnittspuncte zweier conjugirter Diameter gelegen, diesel- 
ben mögen ferner die Coordinatenacbsen und 2A die Ab- 
scissenachse sein. Bei dieser Voraussetzung ist die Gleichung 
der Hyperbel • 

(9) Wenn der Winke), unter welchem die Asymptoten 

einer Hyperbel die grofse Achse durchschneiden, gleich ßy 

folglich der Winkel«, den die Asymptoten einschliefsen, gldch 

2ß gesetzt wird, dann ist 

, b 

(10) Die Gleichung der Hyperbel, bezogen auf die 

Asymptoten, ist 

a« + b« 

^y = — 4— ' 

für welche Gleichung die Abscissen vom Durchschnittspnncte 
der Asymptoten auf einer derselben, die Ordinaten aber 
zur andern parallel zu nehmen sind« 

a* + b2 
Der Ausdruck ? — heifst bekanntlich die Potenz 

4 

der Hyperbel. 

§. 182. 
Für die Gleichung der Hyperbel 

y = -j/(x« — a«) 



ist 

X« — a« 



(1) Subtangente = 



y 



(2) Subnonnale = —7^ , 



(3) Normale = -^ j/{ (a« + b*)xa — a* |, 

(4) Taogente ^l/lCa^+b^^-^a^it^^-a^r 

ax 

(5) der Krümmungshalbmesser 

_ ^}(x2 — ag)ag + bgx2}3 
^~ a^bxa ' 

(6) der KrümmuBgsIialbmesser für den Scheitel 

^ = - = ip. 

(7) ,die Fläche der Hyperbel zwischen den Coordina- 
ten X and y und dem hierzu gehörenden Bogen s 

(8) Die Länge des Hyperbelbogens, der zu den Coor- 
dinaten x und y gehört, ist 



b I 2 X* 4 Vx* 2 x«y 

- 6^"" Vis + 4 X* + 472 i^J **H 

a . arc I sec = — 1. 

In dieser Formel ist 

_1 „_1.1 ^ 11.3 ^ 1.1.3.5 
A — 2? «— 274' ^ — 270' ^ — 2.4.6.8 ''**'• 



a» 
n» = 

a» + b« • 
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um welchen der Erzeugnogskre» für irgend einen Panct 
der Epicydoide fortgerollt wird, q}^ und der correspondirende 
Bogen jAm Gmndkreise q>*. Hiemach ist 

(1) Rg)' = T(p. 

(2) Die Abscissen fiir die Epicycloide mögen voni 
Hittdpuncte aus auf dem durch den Anfangspunct der er> 
Stern gehenden Radius gezählt und die Ordinaten recht- 
winkelig darauf genommen werden; ferner sei die Entfern- 
ung des zu den Coordinaten x und y gehörenden Punctes 
der Epicycloide vom Mittelpuncte des Grundkreises =z z. 
Hiernach ist 

X = (R + r) cos (p* — r cos (g) -f- 9'), 

y = (R + r) sin 9' — r sin (tp + 9'), 

z« = r« + (R + r)2 — 2r(R+r) cos (p. 

(3) Der Winkel a, den die Tangente mit der Ab- 
scissenachse einschliefst, ist 

(4) Der. Krümmungshalbinesser ist 

■4r(R + t) . , 

folglidi der Krürnmungshalbmesser im Scheitel 

' 4r(R + r) 
^'~~ 2r+R • 

(5) Für die LSnge des Epicycloidenbogens ergiebt sich 

4r(R+_r),i . , 

a = ^-^ i(l — cos^gj), 

folglich für die Länge der ganzen Epicycloide 

«_8r(R + r). ■ 
S . 

(6) Die von z (Nummer 2 d. §.), dem Epicycloiden- 
Jbogen und vom Radius des Grundkreises begrenzte Fläche 
der Epicydoide ist 
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femer die von der ganzen Epicycloide und den durch ibre 
Endpuncte nach dem Mittelpuncte des Grandkreises hin ge- 
zogenen Radien eingeschlössetie Fläche ist 

r(R + r)(R + 2r).« 
F-=— ^ -• 



HypocJ^cloide. 

§. 136. 

Für eine Hypocycloide sei der Radius des Grundkreises 
R, der des Erzeugungskreises r, ferner, wenn der Erzeug- 
ungskreis um den Bogen g) für den Radius 1 fortgewälzt 
ist, der correspondirende Bogen des Grundkreises 9)'« Hier- 
nach ist 

(1) Rq>'=^rg>. 

(2) Der Mittelpunct^des Grundkreises sei der An- 
fangspunct der Abscissen, der nach dem Anfangspuncte der 
Hypocycloide gezogene Radius die Abscissenachse, die Ent- 
fernung eines Punctes der Hypocycloide vom Mittelpuncte 
des Grundkreises z , dann sind die rechtwinkeligen Coordi- 
naten des durch Drehung des Erzeugungskreises um d^n 
Bogen tp entstehenden Punctes der Hypocyclojlde 

X = (R — r) cos 9>*.+ r cos (9 — g)*), 

y = (R — r) sin q)* — r sin (9? — 9)'); 

ferner ist 

z« = (R — r)2 + r« + 2r(R — r) cos 9. 

V 

Kettenlinie. 
§. 137. 

' Für die durch Aufhängung einer Kette mit ihren 
Enden entstdiende sogenannte Kettenlinie sei die durch den 



Scheitel d^ielben gehende verticale Linie die Abscissen- 
adisev ^er Scheitel der Anfangspunct der Abscissen, die 
Btehihng der Ordtnaten horizontal, die Spannung im Schei- 
tel C, das Gewicht des zur Absbisse x und Ordinate y j 
gehörenden Kettenbogens von der Länge s gleich Q, der ' 
Winkel, den die Tangente des durch x und y bestimmten | 
Punctes mit der Abscissenachse einschliefst, gleich if;, und 
und endlich die Spannung der Kette in dem durch die ! 
Coordinaten x und y bestimmten Punctes gleich T. Hier- | 

nach ist 

(1) T sin 1/; = C, 

(2) T cos !(; = Q, 

(3) tgt = ^, 

§. 138. 

Für die gemeine Kettenlinie, oder für den Fall, dafs 
-gleiche Kettenlängen gleiches Gewicht haben, femer unter 
der Voraussetzung, dafs die Längeneinheit der Kette das 
Gewicht q hat und die Spannung im Scheitel durch das 
Gewicht einer Kette von der Länge c vertreten werde, 
ergiebt sich 

(1) X = j/(c*+8«)-C. 

(2) 8=j/{x« + 2cr|, 

(3) = ?-^, 

(5) y = clognt|i±i±i^i+2«)j, . 



(8) T= ^*(* + ^) 



(9) d«r Krümmungshalbmesser 

c» + 8« 

oder 

folglich der Krümmungshalbmesser im Scheitel 

9 = c 



Formeln ^-^ 

«u. der «er^llüugen Trisonometriet 

. §. 139. 

Die Seiten eines Dreieckes mögen a, b, c, die den- 
selben gegenüberliegenden Winkel cc, ß^ y sein. 

- sin a sin j5 »in y 

a b c 

a — b 

ic= , 

I cos 17 ' 



2 sin i y ^ /' 



a — b 

m 



• *«(M)=^j:!~*«*''- 
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co»*«=l/ -^ — • 



a + b + c 






Formeln 
ans der sphärischeD . Trigonometrie. 

§. 140. ■ I 

Für ein rechtwinkeliges sphärisches -Drdeck sei die | 
Hypothenuse h, die zwei andetn Seiten seien a und b, \ 
und die den letztern gegenüberliegenden Winkel o ond ß. \ 

ß 



t/\^ 



sin a =sinhsincr9 

I. ^tg b =tghcosa, 

(i [ cotg b = cos h tg «• 

cosh 



Jß 



%)^*^t 





1 cosa 


II. 


Jcosb -^ tg {^ cotg b, 




sin a 
sin tt = -;— r . 
sinh 




/ . . sin a 
i sin h = -T — 9 
1 sin a "^ 


III. 


Jsin b tg a cotg or. 




1 ' Q COS« 

f sin p — . 

I ' ^ cos a 




[cotgh cotg a cos j3y 


IV. 


Jtg b — tg j3 sm a, 




(costt sin |3 cosa. 
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cos h =3 cos a cos b^p 
y /cotg o = sin b cotg a, 
f cos h =: cotg a cotg ß. 



VI. cos a = -: — - . 

smß 

§. 141. 

Die Seiten der schiefwinkeligen sphärischen Dreiecke 
»nd mit a, b, c, die denselben gegenüberliegenden Winkel 
mit O) ß und y bezeichnet. 

Die Tier Grundformeln der sphärischen Trigonometm 
sind: 

I. cos a = cos a sin b sin c -{~ cos b cos c 
II. cos er s= cos a sin ßsiny — cos ß cos y, 
III. cotg a sin c = cotg a sin /? -|- cos c cos ß, 
sin a sin b 



IV. 



sin a sin /3 ' 



§. 142. 

Die Seiten schiefwinkeliger sphärischer Dreiecke und 
die denselben gegenüberliegenden Winkel wie im vorgehen- 
den §. bezeichnet, dann bestehen für schiefwinkelige sphä- 
rische Dreiecke, mit Einfiihruttg Yon Hilfsgleichungen^ fol- 
gende Formeb: 

y = m + n, 

|cotg m = tg er cos b, 

cos m tg b 
cos n = — : — 2— , 
tga 

'c = M + N, 

|tg Bf s= cos crtg b, 

cos M cos a 



n. 



cos N 



cosb 

28 



«f. 



tg c sin M 

N = a — M, 

tg M = cos y tg b. 

COS b cos N 



IV. 



V. 



»icos C = -, , 

cos M. 
tg M = cos y. tg;* b, 
^N = Differenz zwischen a und M. 

c = M + N, 

tg M = tg a cos j3, ^ 

sin M tg j? • 



'sin N = 



tg a 



VI. 



ry = m i n, 
cotg ip =3s: cos a tg ]J, 

sin m cos a 

f8inn = 5 — . 

cos p 



tg b cos m 

tg c = ^«— ^ 9 

^ ^ cos n 



VII. 



, jcolg ni =r tg y cos b) 
•iVRlT^iDifferenz zwischeii. a.and ja. 



'.•: f 



I • •■» ( • ( 



VIII. 



cos V sin n 
sin m 



COfS^cfcr «. w'_ _^: ' y •.;•.') 



• 1 ---^-1 /' 



sin b sin c 



lY ) ^ /iin's sin (s — a) 

*A- <cos4a==l/ .- t i 

], ^ .^ :'K> giwbsfnc 

ja;+b*+c ( 



». 



Icotg m =? tg y cos b, 

n = a, — Dd. ( 



'sin (s — b) sin (s -^ c) 

sin ^ '^ ""-* ■ y *■ '< • ■ « I 



im 



X. 



. , / cos tf cos (a -^ a) 
sinia = T/ r--5~ ', 

* |/^ sin p sin ^ 

- ycos 1? cos tj' 

|cos^a=| / , L > • > 

* y sm p siny 

'- 2 ' 

fl = Differenz zwischen' c und |3, 
i^'=r Differenz zwischen a und y. 

Mit Beibehaltung der §. 141 gewählten Bezeichnung 
der Elemente sphärischer Dreiecke sind die Neper'schen 
Formeln: 

'. 'i ^ . «V cos A (a <x> b) ^ - 
. ,. '. sin A (a rvj b)^| , 

I ^ cos 1 (a + /5) ^ -* 

. - . , . sin i (a rsj ß) ^ _ 

• 

Die Gaufs'schen Formeln sind: 

cos ^ (a + jS) cos ^ c = cos -J (a + b) sin ^ y, 
cos ^ (a ex; jS)sin ^ c = sin ^ (a + b) sin ^ y, 
sin i (a + /?) cos ^ c = cos J (a rvj b) cos ^ y, 
sin ^ (a CNJ /3) sin ^ c = sin -J (a rvj b) cos ^ y. 

In den Neper'schen und Gaufs'schen Formeln soll 
a ro b, a r^ ß etc. die Differenz zwischen den Gröfsen 
a und h, u und ß etc. bedeuten. 
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